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1 Fonctions Complexes d’une Variable Complexe

1.1 Rappel sur les nombres complexes

Le champ C des nombres complexes n’est autre que le plan numérique R? muni
des opérations d’addition et de multiplication définies par

(w1, 91) + (72,92) = (T1 + 22,91 + Y2)

(x1,y1) (T2, Y2) = (T172 — V1Yo, T1Y2 + Y122).

Le neutre pour l'addition (resp. la multiplication) est le nombre complexe (0,0)
(resp. (1,0)).

Le corps R des réels se plonge canoniquement dans C par I'application
x+— (z,0)

que nous utiliserons implicitement pour identifier R & une partie de C. En d’autres
termes, si x € R, nous conviendrons également de noter = le nombre complexe (z,0).

L’unité imaginaire ¢ = (0, 1) joue un réle trés important dans C. On a bien str
i? = —1 et ce fait combiné au fait que tout nombre complexe z € C s’écrit de
maniére unique sous la forme z = x + 1y avec x € R et y € R suffit & déterminer
complétement la structure de champ de C.

L’écriture d’'un nombre complexe z sous la forme z + iy avec v € Ret y € R
est appelée représentation cartésienne de z. On définit la partie réelle Rz (resp.
imaginaire Jz) de z comme étant le réel x (resp. y).

Le conjugué d’un nombre complexe z = (z,y) est par définition le complexe
Z = (z,—y). La conjugaison est compatible avec la structure de champ de C (i. e.
on a

2122 = 21 22 et 21+ 20 = 71 + 7).

De plus, on vérifie aisément que

z+z z—7Z
et Sz =
2 21

Rz =

Le module d’'un nombre complexe z = (z,y) est par définition la distance eucli-
dienne de z a 0 dans C; on le note |z|. On a bien str

12| = /2?2 + y2

De plus, comme
2Z = |z
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on a aussi
1 _Z
IREE

ISl

si z # 0.
Un nombre complexe z = (x,y) peut aussi s’écrire sous la forme

z = (rcosf,rsinb) (*)
avec r > 0 et 6 € R. Une telle écriture est appelée une représentation polaire de z.

= VAT

est bien sir le module de z. Si ce module est nul, tout § € R vérifie I'équation (*).
Par contre, si r # 0, # € R est solution de (*) si et seulement si

cos = x/\/x>+y?
sinf = y/v/22+y?

Ce systéme posséde une et une seule solution 6 € |—7, 7]. Cette solution est appelée

Dans ce cas,

I'argument principal de z et notée arg(z). Les autres solutions du systéme ci-dessus
fournissent les autres arguments de z; elles sont données par les réels de la forme
arg(z) + 2km avec k € Z.

Rappelons que I'on peut exprimer arg(z) au moyen de la fonction arccos, de la
fonction arcsin ou de la fonction arctg. Par exemple :

(a) Siz >0, on a arg(z) € |—%, 2| et comme

te(arg(2)) = 2

on voit que

arg(z) = arctg (%) :

(b) Siy >0, on a arg(z) € |0, 7| et comme

tg (arg(z) - g) =T

On voit que

T T
arg(z) = 5 arctg )

(c) Siy <0, onaarg(z) € |—m,0] et comme

tg <arg(z) + g) = —%
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on voit que

m T
arg(z) = 5 arctg )

(d) Enfin,siz <0ety=0,0na
arg(z) = 7.

1.2 Notion de fonction complexe d’une variable complexe

Une fonction complexe d’une variable complexe est simplement une fonction a
valeurs complexes définie sur une partie du plan complexe.

Exemples 1.2.1. (a) Puisque R est une partie de C, les fonctions Rz, 3z, |z|,
arg(z) considérées plus haut sont des exemples élémentaires de fonctions complexes
d’une variable complexe.

(b) 1l en est de méme des fonctions z et z, de leurs puissances naturelles et plus
généralement de toute fonction polynomiale de la forme

E A2 2"
m+n<p

ol a,,, € C. On remarquera d’ailleurs que les fonctions polynomiales du type précé-
dent coincident avec les fonction polynomiales & coefficients complexes en les parties
réelles et imaginaires = et y de z.

(c¢) Un exemple plus intéressant est fourni par I’extension au plan complexe de
I’exponentielle naturelle. Rappelons que cette extension est définie par la formule

o0
e’ = E
m=0

De cette formule, on tire que ¢’ = 1 et que

m

| N

I

3

21tz P22

€ (&

si 21, 29 € C. Il s’ensuit que e* € Cy pour tout z € C et que
1/e* =e >
De plus, comme ' ' ' _
COSQ_@, sin(9:M

pour tout # € R, on a aussi
e = cosf + isin#.
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Plus généralement, pour tout complexe z = (z,y), on a
e* = e"(cosy + isiny) = (e” cosy, e” siny)
et il en résulte que 'on a
-z z et Rz

eF=e le*| =e

(d) L’extension au plan complexe du logarithme naturel est un peu plus délicate
car un nombre complexe peut étre I'exponentielle naturelle de plusieurs nombres
complexes. Pour comprendre ce phénomeéne, étudions 1’équation

e =Zz.

ol z = (x,y) est un complexe fixé et ou w = (u,v) est une inconnue complexe. Vu
ce qui précede, cette équation ne posséde pas de solution si z = 0. Supposons donc
que z # 0. Dans ce cas, I’équation peut se réécrire

On en tire que 'on a

u

e’ = |z| et  v=arg(z)+ 2knm (keZ).

Il s’ensuit que
w = In(|z]) + i arg(z) + 2ikm (keZ).

Réciproquement, on vérifie aisément que tout w de la forme précédente est une solu-
tion de ’équation étudiée. On est donc conduit naturellement a définir le logarithme
principal de z comme étant le nombre complexe

In(z) = In(|z|) + ¢ arg(2)
et a appeler logarithme de z tout nombre complexe de la forme
In(2) + 2ikm (ke Z).

Il résulte des définitions que la fonction logarithme principal est bien une extension
de ]0, +o0[ & Cy du logarithme naturel usuel. On remarquera que cette extension &
un sens sur |—oo, 0] et que sur cet ensemble on a

In(x) = In(|z|) + ix.
On prendra garde au fait que la relation

In(z129) = In(z1) + In(27)
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est valable pour des nombres complexes z; et 29 si
arg(21) + arg(z) € |-, 7]

mais qu’elle est fausse sinon. Par exemple, In((—1)(—1)) = In(1) = 0 alors que
In(—1) +In(—1)) = 2ir.

(e) Soit ¢ € C. Ayant la fonction logarithme principal & notre disposition, il est
maintenant naturel de définir la fonction puissance ¢ principale en posant :!

ecn?) si 2 £ 0
2°=1<0 siz=0,%c>0
1

siz=0,c=0

Lorsque ¢ = n avec n € N (resp. n € —Ny), on vérifie facilement que cette
fonction coincide sur C (resp. Cy) avec la fonction puissance n usuelle.

Lorsque ¢ = 1/n avec n € Ny, il est clair que z'/"
1/n

est une racine n° de z pour tout
z € C. C’est pourquoi la fonction z'/™ est aussi appelée fonction racine n® principale
de z et notée {/z.
En travaillant avec les puissances principales, on prendra garde au fait que 1’éga-
lité
(2122)" = 2725
a lieu si arg(z;) + arg(za) € |—m, 7| mais qu’elle peut ne pas avoir lieu si cette
condition n’est pas remplie. Par exemple, on a /(—1)(=1) = v/1 = 1 alors que
V—1y/-1=4i= —1.
(d) Comme
¢i* 4 =iz ' ot _ i
cosz = ——p—, sinz = ———
si z est réel, on convient d’étendre les fonctions cosinus et sinus au plan complexe au
moyen de ces formules. On vérifiera a titre d’exercice que les zéros de ces fonctions
dans C sont réels et sont donc respectivement de la forme 7/2+ k7w (k € Z) et de la
forme km (k € Z). 1l s’ensuit que les formules
COS 2 ¢ sin z

) g2 =
sin z COoS 2

cotg z =

fournissent des extensions naturelles des fonctions cotangente et tangente usuelles a
C\ (Zrm) et a C\ (7/2 + Zn).

(e) Nous renvoyons aux séances d’exercices pour I’étude des extensions complexes
des fonctions arccos, arcsin, arccotg et arctg.

1. Cette définition réserve des surprises comme on peut s’en apercevoir en calculant ¢*
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Comme une fonction complexe f définie sur une partie de C n’est rien d’autre
que la donnée d'une application d’une partie du plan numérique R? dans R?, nous
pouvons étudier f au moyen des outils usuels de I’analyse réelle. En particulier, nous
savons déja ce qu’est une limite de f en 2, € A, ce que signifie la continuité de f en
zo € A ou ce que signifie la dérivabilité de f en zy € A°. Rappelons néanmoins le
résultat suivant :

Proposition 1.2.2. Soit f(z) une fonction complexe définie sur une partie A de
C et soient u(x,y) et v(z,y) les parties réelles et imaginaires de f vues comme
fonctions des parties réelles et imaginaires de z. Alors,

(a) siz € Aona

i (z) = wy
z€EA
si et seulement si
lim u(x,y) = ug, lim v(z,y) = vo, wo = o + ivp;
(xvy)—>(1'07y0) ( y) 0 (x7y)_>(x07y0) ( y) 0 0 0 0
(33,1!])614 (z,y)EA

(b) f est continu en zy € A si et seulement si u(z,y) et v(z,y) sont continus en
(0, Y0) ;

(c) f est dérivable en zy € A° si et seulement si u(x,y) et v(x,y) sont dérivables

en (o, Yo)-

(d) f est de classe C,, sur A° si et seulement si u(x,y) et v(x,y) sont de classe C,
sur A°.

Exemples 1.2.3.

(a) Les fonctions Rz, Sz, z et Z sont de classe Cy, sur C.

(b) La fonction |z| est continue sur C mais n’est de classe C,, (p > 1) que sur Cy.

(c) Vu les formules liant les fonctions argument principal et arc tangente, il est
clair que la fonction arg(z) est de classe C, sur C\ |—o0, 0] mais n’est continue en
aucun point de |—o0,0]. En effet, si xy € |—00,0], on a

zlglgo arg(z) = m, Zlgrio arg(z) = —m
SIz>0 [Iz<0

et,si zg =0, on a

. m . m
lim arg(z) = -, lim arg(z) = ——.
z—>xo 2 z=—x0 2

Rz=0,32>0 Rz=0,3z<0
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(d) Comme on a
e® = e"(cosy +isiny)

pour tout nombre complexe z = (z,y), il est clair que la fonction e* est de classe
Cs sur C.

(e) Comme
In(z) = In(|z|) + 1 arg(2)

si z € C, il découle donc de (c¢) que la fonction In(z) est de classe Cy, sur C\ |—o0, 0]
et n’est continue en aucun point de |—o0, 0].

1.3 Dérivées des fonctions complexes d’une variable complexe

Considérons maintenant une fonction f(z) de classe C sur un ouvert 2 de C
et un point zy € ). Grace au théoréme des accroissements finis pour les fonctions
réelles de deux variables réelles, nous savons que

0 0
u(z,y) = u(ro, yo) + a—z(l‘oy Yo)(z — x0) + a—Z(JCO, Y0) (Y — yo)

+ O(d((ﬂf, y)? (.730, yO)))
v(z,y) = v(xo, Yo) + 2_2(550790)(37 — 20) + g_Z(xoa Y0)(y — %)
+ o(d((z,y), (z0,%0)))
si (z,y) — (x0,Y0). On en tire que

of of

f(z) = f(z0) + %(Zo)(l“ — 7o) + 8—y(20)(y —30) +o(]z — z0)

si z — zg. Tentons de réécrire cette formule en ne faisant plus apparaitre r — zq et
Yy — Yo mais z — zg et z — zg. Il vient

1) = ) + S B L E ) By m ) 2o
+o(|z — #0|)
— flan) + 5 Goten) = 15 ) ) = )
+3 (560 +iF o)) G=a + ofls - )

On est donc conduit naturellement & introduire la définition suivante :
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Définition 1.3.1. Si f est de classe C] sur 'ouvert €2 de C, on pose

LAY 230
0z 2\ 0x dy 0z 2\0x Oy

Cela étant, ce qui précéde montre que :

Proposition 1.3.2. Si f est de classe C sur I'ouvert ) de C et si zg € ) alors

of of, . —
£(2) = F(0) + So () (= = 20) + 2 (20)z = 20) + o]z = 2]

siz— 2

Remarque 1.3.3. Si f est de classe C sur I'ouvert €2 de C alors la connaissance

de
of 4 YU
0z 0z
permet de retrouver
8_f et %
ox Jy
puisque
of _of of . of _.(of of
ox 0z 0z oy \oz 0z)°

De plus, on a

(Y0 . (@)
0z ) 0z 0z ) 9z

Exemples 1.3.4.
(a) Sur C et on a

Rz oRe_ o oRe 1 0w _1
o oy 0 0z 20 9z 2
09, 0% 0% i 0% i
oxr oy O 0z 20 o0z 2
0z 0z 0z 0z
L WL Wk
0z 0z . 0z 0z
i T L

(b) Sur Cy, on a
olz| x olz| y dlz| 1%

or /22 4+y2 Oy  Ju24y2 0z 20z0 0z 2|z

dlz| 1 z
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(c) Sur C\ ]—00,0], on a

darg(z) -~y darg(z)
or a2 49?2 oy a2+
darg(z) —i Jarg(z) i@
0z 2z oz 2z
(d) Sur C on a
oe? o +ising) oe* “(—siny +i )
= e”(cosy + isin = €”(—siny + icos
o Y Y) By Y Y
0e* oe”
— ¢ —0.
0=~ o=
(e) Sur C\ |—00,0], on a
| 1
811(2): T, Y ot 8n(z): y T
Ox v +y? a4 y? y v +y? 2?4 y?
On en tire que sur cet ouvert on a aussi
Oln(z) 1 J0ln(z)
0z z ¢ 0z

Pour traiter des exemples plus évolués, il est utile de pouvoir calculer directement
les dérivées d’une expression a partir de celles des fonctions qui y figurent. On
dispose pour cela des théorémes usuels de I'analyse réelle auxquels on peut joindre
les résultats suivants :

Proposition 1.3.5. Soient f et g des fonctions de classe C sur un ouvert €2 de C
et soient ¢, d des nombres complexes. Alors, pour D € {0/0z,0/0Z}, on a

D(cf +dg) =cDf +dDg

D(fg) =gDf+ fDg

et par conséquent,

D(f/g) = (¢Df — fDg)/g’
si g ne s’annule pas sur §2.

Démonstration. Ces formules sont connues pour D € {9/0x,0/0y} et celles pour
D € {0/0z,0/0z} en sont des combinaisons linéaires. O
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Exemples 1.3.6.
(a) Puisque
eiz + efiz eiz —1z
COSZ:T et sinzg = ———,

ces fonctions sont de classe C, sur C et on a

0 cos z . 0cosz

ER = —sinz 5 0
OJsin z Osin 2z 0
=Cos 2 =
0z 0z

(b) La fonction 2™ est de classe Cy, sur C pour tout n € Ny et on a

oz"

9z

02"
nz""t et — =0
0z
sur cet ouvert.
(c) La fonction 27" est de classe C, sur Cy pour tout n € Ny et on a

0z7" nei oz"
=—nz " et — =0

0z 0z

sur cet ouvert.
(d) Les fonctions
sin z CoS 2
tgz = (resp. cotg z = — )

Cos 2 sin z

sont de classe C, sur C\ (§ + Zm) (resp. C\ (Zm)) et sur cet ouvert on a

0tgz 1 ( 0 cotg z -1 )
= resp. =5

0z cos? z 0z sin

atgz_o res 8cotgz_0
oz Pz 7))

Lemme 1.3.7. Soit f(z) une fonction de classe Cy sur un ouvert 2 de C et soit
v(t) une application de classe C; de ]a,b[ C R dans . Alors, f o~ est de classe C

sur |a, b] et
(F o) = Lo + Lo,
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Démonstration. Soit ty € |a, b et soit zg = Y(tp). On sait que

£(2) = flz0) + 2L (0)(z — ) + A (20)(F70) + ofz — )
si z — zg. Il s’ensuit que

FO0) ~ F((10)) = S () (2(8) —2(0) + L () (308) ~ 3Ea) + olt — o)

si t — tg. La conclusion en découle en divisant par t — ¢, et en faisant tendre ¢ vers
to. O

Proposition 1.3.8. Soit f(z) (resp. F(w)) une fonction de classe Cy sur un ouvert
Q (resp. U) de C. Supposons que f(Q)) C U. Alors F o f est de classe C; sur ) et
pour D € {0/0z,0/0z} on a

0 0 _
D(Fof)= (%q) Df + (%of) Df.

Démonstration. Le théoréme de dérivation des fonctions composées montre de suite
que F' o f est de classe (' sur (). La formule & établir étant linéaire en D, on peut
se contenter de la démontrer pour D € {0/0x,0/0y}. Dans ce cas, elle découle
directement du lemme précédent en prenant un (t) du type zg + ¢ ou 2o +it. [

Exemples 1.3.9. (a) Soit ¢ € C. Puisque

¢ — 6cln(z)

pour tout z € Cy et puisque In(z) est de classe Cy, sur C\ |—o00, 0], il résulte de la
proposition précédente que la fonction z¢ est de classe Co, sur C\ |—00,0] et que
I'on a

0z°¢ 0z¢
= c2¢7! et =0

0z 0z

sur cet ouvert.
(b) Nous renvoyons aux séances d’exercices pour le calcul des dérivées des fonc-
tions arcsin, arccos, arctg, arccotg.

1.4 Courbes du plan complexe

La notion de courbe plane est une de ces notions qui semble intuitivement claire
mais qui est assez difficile & formaliser mathématiquement. Pour éviter différentes
difficultés techniques et obtenir une notion de courbe a la fois proche de 'intuition et
facilement utilisable dans les applications, nous adopterons les définitions suivantes :
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Définition 1.4.1. Un arc (compact simple régulier) de C est une partie I' de C qui
est I'image d’un intervalle compact [a,b] C R par un paramétrage (simple régulier)
i. e. par une application injective

v :a,b] = C

de classe C] telle que 7/(t) # 0 pour tout ¢ € [a, b].

Remarque 1.4.2. La définition précédente combinée au théoréme des fonctions
implicites assure que si 1 : [a1,b1] — C et 75 : [ag, bs] — C sont deux paramétrages
du méme arc I', alors il existe un unique changement de variable @is : [ag, by] —
[a1, by] de classe C pour lequel

T2 = 71 © Pi2.

Comme 15 est alors strictement monotone, on a alors

pra(]ag, ba]) = Jay, b
et
p12({ag, b2 }) = {a1, b1}

Définition 1.4.3. Soit I' un arc de C et soit v : [a,b] — C un paramétrage de I
Vu la remarque précédente, ensemble {v(a)),~v(b)} ne dépend que de I' et pas du
paramétrage v choisi. Cet ensemble sera appelé le bord de I' dans la suite. Nous le
noterons OI'.

Exemple 1.4.4. Le quart de cercle

F'={ze€C:|z] =1,3z > |Rz|}

est un arc de C. Il peut étre paramétré par

() =e™; ty € [m/4,3m/4]
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ou par

./ 2 V2
Yo(te) = to +iy/1 —t3; ty € [_g’gl )

On a 75 = 71 0 12 avec

\)

fﬂ]

ty) = arccosty; o€ | ———, —
@12(2) r 2 2 [ 5 9

et y1 = 72 0 a1 avec
@21@1) = COS tl, tl € |:— —

Le bord de I' est donné par

ey ﬁ V2 V2 V2
ol = in/4 jidn/ay _ )V~ Ve v=e Al
G Ty T
Définition 1.4.5. Une courbe (compacte simple réguliére par morceaux) de C est
une partie C' de C qui peut s’écrire sous la forme I'y U ---UT'; ou les I'; sont des
arcs de C tels que

(i) I'yjNTy C oLy Noly,

(i) T;NTxNT; =10
si 7,k,l sont des éléments deux a deux distincts de {1,...,J}. La donnée d’arcs
I'y, ..., 'y vérifiant ces propriétés est appelée un découpage en arcs de la courbe C.

Remarque 1.4.6. On vérifie aisément que toute courbe au sens précédent est une
union finie de courbes connexes et que si une courbe est connexe, alors on peut
trouver un découpage I'y,..., Iy en arcs de C' et des points A;, B; de sorte que
ol'; = {A;, B;} pour tout j € {1,...,J} et que A;1; = B;sije{l,...,J —1}
Deux cas de figure se présentent alors.

(a) Cas Ay =B
(b) Cas A, # Bj.

Dans le premier cas, C' \ {P} est connexe quelque soit P € C. Dans ce second,
C'\ {P} est connexe si P € {A;, By} et posséde deux composantes connexes si P
est un autre point de C.
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Définition 1.4.7. Dans le cas (a) (resp. (b)), considéré dans la remarque précédente,
la courbe connexe C sera dite sans bord (resp. a bord) et le bord de C' sera 9C' = ()
(resp. 0C' = { Ay, B;}). Plus généralement, une courbe C' sera dite sans bord (resp.
a bord) si toutes ses composantes connexes (resp. une de ses composantes connexes)
sont sans bord (resp. est a bord) et le bord de C' sera alors 'union des bords de ses
composantes connexes.

Exemples 1.4.8.

B,=A2 re P _—— ~
N\ \ < o o)
\ .
\ ’\ - /)
o / \\ \ B /J
6= A “\ B,=A; 2% . B,=As \M,’
\ \/ |
\ ( l\
B=Ay \Cs'—f\k /‘M‘ 0;
Cas « connexe sans bord »  Cas « connexe a bord » Cas « général »
or =10 oI' = {Ay, By} or' ={A, B}

1.5 Intégrales curvilignes de premiére espéce dans C

Soit I' un arc de C, soient v : [a1,b1] — C et 75 : [ag, by] — C deux paramétrages
de I' et soit f une fonction définie sur I'. Comme on I’a rappelé plus haut, il existe
alors un changement de variable @19 : [ag,bo] — [a1,b1] de classe C) pour lequel
Yo =71 © 2. On a alors

F(r2(t2)) v (t2)] = f(r1(er2(t)) 7 (012(t2)) 191 ()]

et le théoréme d’intégration par changement de variable montre que

f(ra(t2))[a(t2)| € Li(lag, ba])

si et seulement si
fn) )l € Li([ar, bi])

et que dans ce cas,

ba b1

) nt) dta = [ f(n(t) V()] di.

az ai

Il est donc licite d’introduire la définition suivante :
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Définition 1.5.1. Soit I' un arc de C et soit f une fonction définie sur I'. Nous
dirons que f est intégrable sur I si

F @) @)l

est intégrable sur [a, b] lorsque 7 : [a,b] — C est un paramétrage de I'. Dans ce cas,

nous poserons
/ fdL = / fly (t)| dt.

Remarque 1.5.2. Si~: [a,b] — C est un paramétrage de l'arc I', on sait que 7/ est
continu sur [a, b]. Comme v est également continu sur [a, b], il en résulte que toute
fonction f qui est continue sur I' y est intégrable. De plus, dans ce cas, I'intégrale
de f sur I' peut s’interpréter a la Cauchy-Riemann de la maniére suivante :

Proposition 1.5.3. Soit v un paramétrage de I’arc I" et soit f une fonction continue
sur I'. Considérons des découpages

A= Qmo < Qi < - < Qpyj, =Db

de [a,b] pour m > 0 tels que

hm = sup |am;— amj-|—0
GE{L s dm}
si m — oo. Fixons des points t,, ; € [am j—1,am ;] pour j =1,..., Jy,. Alors,

/ dezmligawa D1 (uns) = Ay )]

Démonstration. On a

Zf m,j ’7 am,j) ’V(am,jfl)‘

— /sz(v(tm,j))”ﬂ@m,j) _7(am’j71)‘X}am,j,l,am,j[(t) gt

Um,j — Om,j-1

Posons

Zf h/ am,]) V(Qm,jfl)‘

X}am,jfl’am,j [ (t) :
a/mv] amn]*l

Fixons ty € |a,b. Pour tout m > 0, il existe un et un seul j,, tel que t; €
]a’mvjm_17 amajm] et on a

Fults) = (. ) L0meIm) = WG —1)]

am7jm - amuﬂm_l
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Comme les suites (s Gmj—1 CONVErgent vers to et comme
a’m,jm
/
Wams,) = Aems) = [ A0t
am,jm—l

il est clair que
V(s Jm) = V(W g 1)

/
PR — 7' (to)
et que
Y(@m, Jm) = V(A j—1) < sup [Y(1)]
Am,jrm = Am,jm—1 tefab) TR

On en tire que

fm(to) — f(v(to))7' (to)]
sim — oo et que

| fm(to)] < sup |f(v(£))] sup [7/()].
t€la,b] te(a,b]

La conclusion résulte alors du théoréme de la convergence majorée de Lebesgue. [

Définition 1.5.4. Dans le cas ot f est la constante 1, le résultat précédent montre
qu’il est naturel d’appeler longueur de I' la valeur Lr de

[ ar
r

Exemple 1.5.5. Considérons le demi-cercle
I'={z:]2| =1,32 > 0}

paramétré par
vty =e",  telon]

et posons
U,y = J27 T et I = 2.
Alors,
‘]7’71/
> 1 amg) = Yamj1)| = Jmem
j=1
ol ¢, est la corde d'un arc de cercle d’angle au centre 6,, = 27"x.
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On a donc ¢, = 2sin(6,,/2) = 2sin(27""!7) et

Im

> am ;) = Y(amj-1)] = 2" sin(r /2

Jj=1
converge bien vers m = Ly si m — o0.

Proposition 1.5.6. SiI" est un arc de C et si f est continu sur I', on a

/de‘ < sup | f|Lr.
T I

Démonstration. Cela résulte directement des définitions et de la formule

/de /f (t)| dt

valable pour tout paramétrage v : [a,b] — C de T. O]

Essayons a présent de comprendre quelle est la latitude que l'on a dans le choix
d’un découpage en arcs d'une courbe C' de C.

Définition 1.5.7. Soient I'y1,...,T"1 5 et I'yq, ..., 'y 5, deux découpages de la
courbe C' en arcs. Nous dirons que le premier découpage est plus fin que le second
si tout arc du premier découpage est inclus dans un arc du second.

Proposition 1.5.8. Quelques soient les découpages en arcs
Fl,lv-“uFl,Jl et F2717"'7F2,J2

de la courbe C, il existe un troisiéme découpage en arcs I's,...,I's ;, de la courbe
C plus fin que les deux précédents.

Démonstration. Il suffit de définir les I's ; comme les adhérences des composantes
connexes de

C’\ (arl,l J---uy a]__‘LJl U aFQ,l J---u 8F27J2)-
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Proposition 1.5.9. Soit f une fonction définie sur la courbe C' de C. Soient
Iyq,.. 0 T, et Toq, ..., Ty g, deux découpages en arcs de C'. Alors I'intégrabilité
de f sur chaque I'y ; est équivalente a l'intégrabilité de f sur chaque I'y ; et dans ce
cas

J1 J2

> / fdL=>"[ fdL.

j=17T =1

1,5 = Ty

Démonstration. Si le premier découpage est plus fin que le second, cela résulte di-
rectement des définitions et de l'additivité de l'intégrale des fonctions d’une va-
riable réelle. Pour obtenir le cas général, il suffit alors d’utiliser la proposition pré-
cédente. [

Le résultat précédent nous permet d’introduire la définition suivante :

Définition 1.5.10. Soit C' une courbe de C et soit f une fonction définie sur C'. Nous
dirons que f est intégrable sur C' si f est intégrable sur chacun des arcs I'y,...,I';
d’un découpage en arcs de C'. Dans ce cas, nous poserons

/Cde:jé/ijdL

J
Le=)Y Ly,
j=1

Proposition 1.5.11. Si f est continu sur la courbe C'" alors f est intégrable sur C

et

et on a

|1 dL‘ < sup | f|Le.
C C

Démonstration. Cela découle directement des définitions et de la Proposition 1.5.6.
O

1.6 Courbes orientées du plan complexe

Définition 1.6.1. Soit I un arc de C et soient v, : [a1,b1] — C et 75 : [ag, bs] — C
deux paramétrages de I'. Nous savons qu’il existe un unique changement de variable
12 de classe C tel que

T2 = 71 °¥12
et que ¢, est strictement positif ou strictement négatif sur [ag, by]. Dans le premier

cas, nous dirons que 7y; et o ont méme orientation et dans le second cas, nous dirons
que v, et vo ont des orientations opposées. La relation « avoir la méme orientation
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que »est une relation d’équivalence qui partage les paramétrages de I' en deux classes
appelées orientations de I'. Un arc orienté de C est la donnée d’un arc de C et d'une
de ses orientations.

Soit I' un arc orienté de C. Si 7, et v9 sont des paramétrages de la classe d’orien-
tation de T', il est clair que v1(a1) = Y2(az) et que (b)) = v2(b2). Ces points sont
donc canoniquement associés a ’arc orienté I'. On dit que le premier est 1’origine de
I' et que le second est son extrémité. L’arc orienté obtenu en changeant I’orientation
de I' sera noté I'". Bien str, l'origine (resp. U'extrémité) de I'~ est 'extrémité (resp.
l'origine) de T

Remarque 1.6.2. On vérifie aisément que le choix d’une orientation d’un arc I’
revient au choix de son origine A ou de son extrémité B. On la matérialise par une
fléche tracée sur I' qui pointe de A vers B.

Définition 1.6.3. Soit I' un arc orienté de C et soit v, : [a1,b;] — Cet ys : [ag, by] —
C deux paramétrages de la classe d’orientation de I'. Notons

P12 - [GQ, 52] - [ahbl]

le changement de variables C} tel que

Y2 = 71 © P12-

Alors, de la relation
Ya(t2) = Y1 (P12(t2)) 1, (12)
et du fait que ¢/,(t2) > 0, on tire que
Yo(t2) _ Yilpn(ts))
a(t2)] 7i(era(ta))]

En particulier, si t; € [a,b1] et ty € [ag, bo] sont tels que

Ti(t1) = 2 = 72(t2)
alors . )
Ya(t2) _ (t1)
a(t2)l [ri(t)]
Ce nombre complexe de module 1 ne dépend donc que de z et de I'; c’est le vecteur

tangent unitaire & T' en z. Nous le noterons 7(z).
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Définition 1.6.4. Un découpage orienté d’une courbe C' de C est la donnée d'un
découpage en arcs I't,...,I"; de C et d’orientations pour chaque I'; de sorte que
deux arcs distincts n’aient ni la méme origine, ni la méme extrémité.

Une découpage orienté d’une courbe C' de C est plus fin qu'une autre découpage
orienté de C' si tout arc du premier découpage est inclus dans un arc du second et
si les orientations de ces arcs sont compatibles.

Deux découpages orientés d’une courbe de C sont équivalents s’il existe un dé-
coupage orienté plus fin que chacun d’eux.

Une orientation de C' est une classe d’équivalence de découpages orientés de C'.

Une courbe orientée est la donnée d’'une courbe C' et d’une de ses orientations.

Remarque 1.6.5. On vérifie aisément qu’orienter une courbe C' revient a orienter
chacune de ses composantes connexes et qu’orienter une courbe connexe revient &
donner un découpage orienté I'y, ..., I'; de C telle que pour tout j € {1,...,J —1},
origine de I'j4; soit P'extrémité de I';. Si C est a bord, alors 'origine de I'; (resp.
Iextrémité de I';) est un point de dC' qui ne dépend que de 'orientation choisie sur
C'; on dit que c’est Uorigine (resp. I'extrémité) de C. De plus, on vérifie aisément
que dans ce cas la donnée de l'origine ou de I'extrémité de C' détermine 'orientation
de C.

1.7 Formes différentielles complexes d’une variable complexe

Rappelons qu’une fonction f définie sur un ouvert {2 de R™ et a valeurs dans R™
est dite différentiable en py € €1 s’il existe une application linéaire Ty : R® — R™
telle que

f(p) = f(po) + To(p — po) + of|p — pol) (*)

pour p — po dans 2. Dans ce cas, on a

t—0 t
pour tout h € R™. Cela montre que f est dérivable dans la direction du vecteur h
pour tout h € R™\ {0} et que l'application Tj qui figure dans (*) est unique. On
dit que I'application linéaire T} est la différentielle de f en py et on la note dp, f.
De (**) on déduit aisément que f est dérivable en py et que la matrice de T par
rapport aux bases canoniques de R" et R™ est la matrice jacobienne

L )

de f. En d’autres termes, on a

of of
dp, f = 8—961(190)%0551 et %(p())dpoxn
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ol dy,z; est la différentielle en py de la fonction x; qui associe a tout p € R" sa j¢
coordonnée dans la base canonique de R™. Rappelons également que le théoréeme des
accroissements finis montre que toute fonction de classe C; sur €2 est différentiable
en tout point de €. Dans le cas des fonctions complexes d’une variable complexe,
on am =n =2 et une fonction f: Q — C (2 ouvert de C) est donc différentiable
en 2y € €2 si et seulement s’il existe une application R-linéaire Tj : C — C telle que

f(z) = f(z0) + To(z — 20) + o]z — 20|)
pour z — zo. La fonction f est alors dérivable en zy et on a

0 0
dzof =Ty = a_i(zo)dzox + a_i(ZO)dzoy‘

Dans la suite, nous utiliserons plutot la forme complexe suivante de cette formule.

Proposition 1.7.1. Soit f une fonction complexe définie sur un ouvert ) de C.
Supposons que f soit différentiable en zy € ). Alors

0 0
d..f = a—‘i(zo)dz()z + 8—£(zo)dz()2.

Démonstration. Un calcul direct montre que I'on a
(dyp2)(h)=h et  (dyZ)(h)=h.

La conclusion résulte alors de ce que

5, (o)l + —=(20)h = ==

sih = (hg, hy). 0

La différentielle d'une fonction complexe dune variable complexe fournit un
exemple de la notion plus générale de forme différentielle complexe dont la défi-
nition est rappelée ci-dessous.

Définition 1.7.2. Une forme différentielle complexe sur une partie A de C est
une application w : A — Lg(C,C) c’est-a-dire une loi qui associe une application
R-linéaire w(z) : C — C a chaque z € A.

Remarque 1.7.3. Soit w une forme différentielle complexe définie sur une partie A
de C. On vérifie aisément que w s’écrit de maniére unique sous la forme
w = pdx + qdy (resp. fdz + gdz)

ou p, q (resp. f, g) sont des fonctions complexes définies sur A et que w est continu
sur A si et seulement s’il en est ainsi de p et ¢ (resp. f et g). De méme, w sera de
classe C, sur un ouvert €2 de C si et seulement s’il en est ainsi de p et ¢ (resp. f et

g)-
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1.8 Intégrales curvilignes de seconde espéce dans C

Soit I un arc orienté de C et soit w = pdx+ qdy une forme différentielle complexe
définie sur I'. Considérons deux paramétrages vy : [a1,b1] — C et ¥ : [ag,by] — C
de la classe d’orientation de I' et notons 15 : [ag, ba] — [ai,b;1] le changement de
variable C] tel que v = 7y, 0 1. Alors,

P(12(t2)) 7, (t2) + q(r2(t2)) 72, (22)
= [P((p12(t2)))112 (12(t2)) + a1 (p12(t2)))V, (12(t2))] o (t2).

Comme ¢'5(t3) > 0, il en résulte en particulier que

p(2(t2)) e, (ta) + q(72(t2)) Vs, (t2) € Li([az, ba])

si et seulement si

Py (t) 1. (t) + a(n(t1)7, (t1) € La([ar, bi])

et que

b
/ p(1a(t2)) 1 (t2) + a(alt2) 1 (F2) it

az

= [ bt Rha(0) + a0 s

ai
Il en résulte que la définition suivante est licite.

Définition 1.8.1. Soit I' un arc orienté de C et soit w = pdr + gdy une forme
différentielle définie sur I'. Nous dirons que w est intégrable sur I si et seulement si

p(Y ()7 (1) + a(3(£))7, (1) € La([a, b])

lorsque 7 : [a,b] — C est un paramétrage de la classe d’orientation de 7. Dans ce
cas, NOus pOserons

[e= [ bowmm+aaome) d.

Remarque 1.8.2. Plagons nous dans les conditions de la définition précédente et
notons 7 le champ de vecteurs tangents unitaires associé a I'. Alors :
(a) La forme différentielle
w = pdx + qdy
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est intégrable sur I' si et seulement si
PT + qT7y

est intégrable sur I' et, dans ce cas, on a

/w = /(p’]’x +qr,) dL.
r r

w= fdz+ gdz

(b) La forme différentielle

est intégrable sur I' si et seulement si

FO@)' @) + glv(®)7 () € Li([a, b])
et dans ce cas,

/F w= / FAOW @) + gt )T @) d.

/Fw:/r(fT—i—g?) dL.

Proposition 1.8.3. Quelques soient les découpages orientés

De plus, on a

Lig, oo Ty et IS TR A

23

de la courbe orientée C, il existe un troisicme découpage orienté I's 1, ..., I's j, de la

courbe orientée C' plus fin que les deux précédents.

Démonstration. 1l suffit d’adapter la preuve de la Proposition 1.5.8

]

Proposition 1.8.4. Soit w une forme diftérentielle complexe définie sur la courbe
orientée C de C. Soient I'11,...,I"1 5, et I'yq, ..., T'y 5, deux découpages orientés de

C'. Alors I'intégrabilité de w sur chaque I'y ; est équivalente a l'intégrabilité de w sur

chaque I'y ; et dans ce cas

Démonstration. 11 suffit d’adapter la preuve de la Proposition 1.5.9.

Le résultat précédent nous permet d’introduire la définition suivante :
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Définition 1.8.5. Soit C' une courbe orientée de C et soit w une forme différentielle
complexe définie sur C'. Nous dirons que w est intégrable sur C' si w est intégrable sur
chacun des arcs I'y, ..., 'y d'un découpage orienté de C'. Dans ce cas, nous poserons

J=2 )

Proposition 1.8.6. Soit C' une courbe connexe orientée de C d’origine A et d’extré-
mité B et soit f une fonction de classe C sur un voisinage de C. Alors

Of 1. O 4= _ _ [, .9
5t gt = F(B) — f(A) = | Galet 5,

Démonstration. Cela découle directement de ce que si I' est un arc orienté de C et
si v : [a,b] — C est un paramétrage orienté de I alors

/F if = /  Fate)a

1.9 Formule de Green-Riemann

Notre but dans cette section est d’établir que si K est un compact régulier? de
C dont le bord est une courbe C' de C,

alors C' est sans bord et admet une unique orientation pour laquelle

/ @—@ d:cdy:/pdx+qdy
k \0r 0Oy C

quelques soient les fonctions p et ¢ de classe C] sur un voisinage de K.
Traitons d’abord un cas facile.

2. C’est & dire si K est ’adhérence de son intérieur
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Définition 1.9.1. Un compact K de C est verticalement simple si et seulement s’il
existe des fonctions f et g de classe C sur [a,b] (a < b) telles que

K={zeC:a<z<b f(zr)<y<g(r)}

et pour lesquelles on a f(x) < g(z) pour tout = € ]a, b].

e |

‘gl’” -

Proposition 1.9.2. Un compact verticalement simple de C est régulier et sa fron-
tiere est une courbe de C.

Démonstration. Conservons les notations de la définition précédente et posons

[y =m(lf(a), g(a)]); m(t) = (a,1)

Py = 2([a, b]); 22(t) = (£, f(1))

Iy = y3([f (1), g(0)]); 7s(t) = (b, 1)

La = 7u([a, 0]); 7a(t) = (£, 9(1)).

Alors, I'y et I's sont des arcs de C et il en est de méme de I'y (resp. I's) si f(a) < g(a)
(resp. f(b) < g(b)). Comme

V2
b
4

K:F1UF2UF3UF4
il s’ensuit aisément que K est une courbe de C. Quant a la régularité de K, elle est
évidente puisque
Ke={zeC:a<xz<b f(zr)<y<g(z)}

m
Proposition 1.9.3. Soit K un compact verticalement simple de C. Conservons les
notations introduites dans la preuve précédente et convenons de noter F;L larc I';
muni de [orientation induite par ; et de noter I'; Iarc I'; muni de I'orientation

opposée. Orientons C' grace au découpage orienté Ty, T3 T3 Ty ; Ty (resp. I'3) étant

omis si f(a) = g(a) (resp. si f(b) = g(b)). Alors,

/ (@—@) dxdy:/pdx+qdy
x \0r Oy c

quelques soient les fonctions p et q de classe C sur un voisinage de K.
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Démonstration. Calculons d’abord

Ip(z,y)
I :/—dwdy.
P K Oy

b g(z)
I - / [ / w dy] da
a fx) Y

et une intégration par variation de la primitive montre que

Par Fubini, il vient

= [ ble @) e, f(@))] da

:/p@ww—/p@wm.
ry s

Puisque v1,(t) =0sit € [f(a),g(a)] et que v5,(t) =0sit € [f(b),g(b)], on a aussi

/ p(z,y) dr =0 et / p(z,y) de = 0.
rt Fg’

1

Il s’ensuit que
I, = —/p(fc,y) dx
c

comme attendu.
Calculons maintenant

[ Oq(x,y)
[q—/K p dxdy.

b 9(z)
I, = / [/ w dy] dx.
a |Jf@) X

En tenant compte de nos hypothéses, le théoréeme de dérivation des intégrales para-

Par Fubini, il vient

métriques a bornes variables montre que

o g(z)

g(x) x
0(e.9) dy = e, 9(0)g' (@) — (e F@) @) + [ %(.y) 4,

O Jf(a) fw O

Il s’ensuit que

w-[2 [ [ e dy] o [ atoo@)g @) o+ [ e, 5010 do

()
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et une intégration par variation de la primitive montre que

g(b) g(a) b
@:qumw@_é a@w@—lquWﬂwm

(0) ()

+ [ ot @@ @
= [ awwydy— [ atwwyay= [ atwn s+ [ ot i

3 1—‘1 4 2

:Ammw@.

La conclusion découle alors de ce que

dq Op B
/(8x_8y> dedy = 1, + I,

Remarque 1.9.4. Si on prend ¢ = x et p = —y, alors la formule précédente montre
que

]

/xdy—yd:cz?/dmdy:ZAire(K)>O.
c

K
Cela montre que 'orientation choisie pour C' est la seule qui convienne.

Comme on I’a vu au cours oral, le résultat précédent peut s’étendre & des com-
pacts plus généraux que les compacts verticalement simples en utilisant des tech-
niques de découpage en parties compactes verticalement simples. Ici, nous allons
plutot traiter le cas général par des techniques de localisation.

Lemme 1.9.5. Soit I" un arc de C et zy un point de I'\OI'. Supposons que la tangente
al en zy ne soit pas verticale. Alors, il existe des intervalles ouverts I (resp. Jy) de
R contenant o (resp. yo) pour lesquels il existe une fonction fo : Iy — Jy de classe
C telle que

I'n(loxJo) ={z€C:y=fo(z)}.

L

gou) E
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Démonstration. Cela résulte du théoréme du rang constant. On peut aussi ’établir
directement en procédant comme suit.

Soit 7y : [a,b] — C un paramétrage de ' et soit ty € [a,b] tel que y(tg) = zo.
Comme la tangente a I' en zg n’est pas verticale, 7. (ty) # 0 et il existe un sous-
intervalle ouvert |a, 3 de [a, b] contenant ¢y et un intervalle ouvert I de R contenant
xo tels que

Yoo o, Bl — 1
soit un changement de variable de classe C;. Comme 7 : [a,b] — T" est un homéo-

morphisme, il existe un sous-intervalle ouvert I de I contenant xy et un intervalle
ouvert Jy de R contenant g, tels que

I'n (Io x Jo) € (], B)).

De plus, quitte a restreindre Iy, on peut aussi supposer que
Iy € 72 (Jo, LN, (o)) -

Par construction, Ja, 8[N~v; (1) est alors un sous-intervalle Jag, o[ de Ja, 5] tel que
Y(Jawo, Bo) =T'N (Lo x Jo)

et pour lequel
Yo+ |, Bo — Io
est un changement de variable C. Pour conclure, il suffit alors de poser
fo=wor, !
sur Ij. ]

Lemme 1.9.6. Soit K un compact régulier de C et soit z, un point de la frontiére
de K pour lequel il existe des intervalles ouverts Iy > xg et Jy 3 yo de R tels que

Kﬂ([oXJg):{ZE(CIy:fo(LE)}
avec fo: Iy — Jy fonction de classe Cy. Alors,
Koﬂ([(]xJ0>:{Z€[OXJ02y<f0(QI)}

ny
1) T
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ou
K°nN (I() X J()) = {Z elyxJy:y> fg(l’)}

¢

Démonstration. Posons

Qco={z€lyxJy:y< folz)}

et
Q> = {Z elyx Jy: y > f()(ﬂf)}

Puisque 2. et €25 sont des ouverts connexes et que
C=K°UKUCK,

il est clair que Q. (resp. €25) est inclus dans K° ou dans CK. Si Q. et Q. sont inclus
dans K° alors Iy x Jy C Q. UQ- C K en contradiction avec le fait que zo ¢ K°. Si
Q. et Q- sont inclus dans CK alors Iy x J, € Q-UQ- C 0K = CK® en contradiction
avec le fait que zy € K = K°. Il s’ensuit que l'on a

Q. C K° et Q. cCK

ou que l'on a
O. cCK et Q. C K°.

La conclusion en résulte. O

Lemme 1.9.7. Soit K un compact régulier de C, soit I' un arc de C inclus dans
la frontiére de K et soit zy € I' \ OI' un point en lequel la tangente a I n’est pas
verticale. Supposons qu’il existe un voisinage Vy de zy dans C tel que

KnVy,=TnNV,.

Alors il existe des intervalles ouverts Iy 3 xg, Jy 2 yo de R et une fonction fy : Iy —
Jo pour laquelle on a soit

K°n (IO X J()) = {Z & IO X J() Yo < fg(x)},
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Kﬂ ([0 X J(]) = {Z < [0 X Jg CYo = f()(l’)},

CK N (]0 X J()) = {Z e lyx Jy: Yo > fo(l’)},
soit des relations similaires avec les signes d’inégalités renversés. En particulier, il
existe un et un seul vecteur normal unitaire vy a I" en zy tel que

20 +tvg € K° (resp. zo + tvy € CK)

pour tout t > 0 (resp. t < 0) suffisamment petit.

Démonstration. La premiére partie résulte directement des deux lemmes précédents.
Pour obtenir la seconde partie, il suffit de remarquer que si 4 est un vecteur normal
al en zy alors

V= A(fé(x0)7 _1)

avec A € Ry. On en tire alors que

8[f0 (ZEQ + tVOx) —
ot

pour ¢t = 0. Il s’ensuit que la fonction

o = ol _ g 0)? 4 1)

t— fo(l’o —+ tl/ox) — Yo — tl/oy

est strictement croissante (resp. décroissante) pour ¢ voisin de 0 si A > 0 (resp.
A < 0). La conclusion en découle alors aisément. ]

Définition 1.9.8. On dit que le vecteur normal unitaire 1 dont il est question dans
le lemme précédent pointe vers l'intérieur de K. On dit également qu’un vecteur
tangent unitaire 7o & I' en 29 a le compact K a sa gauche si (79,1p) est une base
orientée de C.

Proposition 1.9.9. Soit K un compact régulier de C dont la frontiére est une
courbe C' et soit I'y,...,I'; un découpage en arcs de C. Orientons chaque I'; de
sorte que le vecteur tangent unitaire associé ait K a sa gauche. Alors, pour tous p,
q de classe C' sur un voisinage de K, on a

dq Op /
— — — | dzdy = /der dy.
J (G- 5y) detv=3 [ oo+ aa

Démonstration. Soient zi, ..., zy les points de 0I'y U+ - -UQOT" ;. Considérons d’abord
le cas ot le support S de pdz + gdy ne rencontre pas {z1, ..., zx}. Dans ce cas, pour
tout point zy € SN K il existe des intervalles ouverts Iy 2 z et Jy 2 xg pour lesquels
un des cas de figure suivants se produit :
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(I()XJ())QK:I()XJQ,
(IOXJ())QCZQ;

(b) il existe fo: Iy — Jy de classe C tel que

(Io x Jo) NK = {(x,y) € Iy x Jo : y < fo(x)},

(Lo x Jo)NC = (Ly x Jo) Ny, ={(x,y) € Ip x Jo : y = fo(2)};

(c) il existe fo: Iy — Jy de classe C tel que

(Lo x Jo)NK ={(z,y) € Iy x Jo : y > fo(2)},

(Lo x Jo)NC ={(z,y) € Io x Jo : y = fo(z)};
(d) il existe fo: Jo — Iy de classe Cy tel que

(Io x Jo) N K ={(z,y) € Iy x Jy: x < fo(y)},

(Io x Jo))NC ={(z,y) € Iy x Jy: x = fo(y)};
(e) il existe fo: Jo — I de classe C; tel que

(Io x Jo) N K ={(z,y) € Iy x Jo: x> fo(y)},

(Lo x Jo)NC ={(z,y) € Iy x Jo: x = foy)}.

En utilisant une partition finie de I'unité (voir Proposition 1.10.2), on peut donc se
limiter & traiter le cas ol S est inclus dans Iy x Jy et ol 'on est dans un des cas
de figure ci-dessus. Il existe alors un intervalle compact [ag, bg] X [co, dy] inclus dans
Iy x Jy et dont l'intérieur contient .S.

Dans les cas (a), on a

dq 8p) / (8(] 8p>
2P gdy = 2P gpdy =0
/I'( (ax ay y [ao,bo]x[co,do] ax ay y

vu la Proposition 1.9.3, puisque S ne rencontre pas la frontiére de [ag, bo] X [co, do].
Dans le cas (b), on a

dqg  Op B / dqg Op
/K(ax ay) = (ax oy) MW
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ou Ko = {(z,y) : ap <z < by, co <y < fo(x)}. Vu la Proposition 1.9.3, on en tire
que

/K (g_g; - %) dody = — /bo [p(z, fo(2)) + q(z, fo()) fo()] dx

ao

= / pdx + qdy
r

Jo
J
= Z/ pdx + qdy.
j=1 713

Les cas (c), (d), (e) se traitent de maniére similaire.

Considérons a présent le cas ou S rencontre {zy, ..., zy}. Soit ¢ une fonction de
classe C; sur C égale a 1 sur un voisinage de 0 et & support dans D(0, 1). Alors pour
e > 0 suffisamment petit, la fonction

N
pe(2) =1- Z e((z — z) /)
n=1
a un support qui ne rencontre pas {z, ..., zy }. Il résulte alors de ce qui précéde que

J
(- (-
j=171; kL 0% 0y

B dq  Op / dp. Do,
—/Kgog (ax 8y> dxdy + K[@xq 8yp dxdy.

Comme ¢, est borné sur K par une constante indépendante de € et comme . (z) — 1
pour tout z & {z1,...,2n}, le théoréme de Lebesgue montre que

/ wpdz + p.qdy — / pdx + qdy
T, T,

J

dqg  Op dq  Op
/K“”E {am ay] drdy = K[ax o

si € — 0. Puisque

et que

0p-. i dp 1 0. al Op 1

== .((z=z)/e)-, ==Y (== z)/e)=

ox — ox € Jy — dy €

on voit aussi qu’il existe une constante C; > 0 indépendante de ¢ telle que
de-| - C1 | Ope| _ C1
or |~ ¢ dy |~ ¢
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sur K. Il s’ensuit qu’il existe une constante C5 indépendante de ¢ telle que

8905 o 8905 < 02
ax q ay = ¢ XD(Zl,E)U,...UD(ZN,E)
sur K. Ainsi,
0y, 0y,
/ ( Ld q— Ld p) dxdy' < (3Nme
x \ Oz y
et P 5
Pe Pe
— dxd 0
/K ( or 17 "oy p) e
si € — 0. La conclusion en découle. O

Corollaire 1.9.10. Soit K un compact régulier de C dont la frontiére est une courbe
C de C et soit I'y,...,I"y un découpage de C' en arcs. Alors les arcs I'; orientés de
sorte que le vecteur tangent ait K a sa gauche définissent une orientation de C'. De
plus, la courbe C' est sans bord.

Démonstration. Notons A; et B; I'origine et 'extrémité de I’arc orienté I';. Montrons
que si zg € OI';N O, (j # k) alors on ne peut avoir a la fois z = A; et z = Ay (resp.
29 = Bj et zyp = By). Supposons par exemple que zg = A; et que zyp = A;. Comme
zo € Iy sil est distinct de j et de k, il est clair que zy posséde un voisinage ouvert
V tel que

VndCcC FJ\{BJ}UFk\{Bk}

Soit ¢ une fonction de classe C5 sur C égale a 1 sur un voisinage de 2 et & support
dans V. Vu la proposition précédente, on a alors

J
dgo—l—/ dp = /dg0:0.

/F, do =By —eldy) et / dp = ¢(By) — ¢ (Ay).

J

On en tire que
@(B;) — ¢(A;) + o(Br) — ¢(Ar) =0
d’ou une contradiction puisque ¢(B;) = ¢(By) = 0 et que ¢(A4;) = ¢(A4;) = 1.
Un raisonnement similaire montre que ’on ne peut avoir 2y = B; et 2p = Bj.
Montrons a présent que si zp = A, alors il existe £ # j tel que 2y € OI'j.
Procédons par I’absurde. Si le résultat est faux, zp n’appartient a aucun 9y, (k # j)
et il existe un voisinage ouvert V' de z; tel que

VNC T\ {B;}
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Soit ¢ une fonction de classe C5 sur C égale a 1 sur un voisinage de 2, et & support
dans V. Vu la proposition précédente, on a

Or,

d’ol une contradiction.
On montre de maniére similaire que si zy = B; alors il existe £ # j tel que
2z € 0. O

Définition 1.9.11. Un compact régulier K de C dont le bord est une courbe C' est
un compact a bord curviligne de C. L’orientation de la courbe C' considérée dans le
corollaire ci-dessus est 1'orientation K @ gauche® de C. La courbe orientée obtenue
en munissant C' de cette orientation est le bord orienté de K. On le note 0K.

Avec cette définition, on peut terminer cette section par un énoncé précis et assez
général* de la formule de Green-Riemann.

Théoréme 1.9.12 (Formule de Green-Riemann). Soit K un compact curviligne de
C et soient p, q des fonctions de classe C sur un voisinage de K. Alors

/ (@—@> da:dy:/ pdz + qdy.
x \Oz Jy oK

Exemple 1.9.13. Soit K un compact de C a bord curviligne dont le bord orienté
est une courbe polygonale orientée C' : (zg, 21, ..., 27).

2?3

:
L

.(bZ

3y

Alors,
J

1 1
Aire K = —/ xdy — ydr = = / xdy — ydx.
2 Jc 2 21 [2j-1,2]

j=

3. On dit aussi simplement « orientation aire gauche »lorsque K est clair par le contexte
4. Des énoncés plus généraux sont connus : voir e.g. [?]
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Comme le segment orienté [z;_1, z;] peut étre paramétré par
tzia+ 1tz —z-1) (L€ [0,1]),
on a

Aire K

/0 21+ t(zy —2i-0)] (5 — yj—1) = [yj—1 +t(y; —yj-1)] (x; —xj0)] dt

I
N | —
M-

1

<
Il

I
N —
M*

[% 1(y Yi— 1) — yj—l(%’ - «Tj—l)]

<
Il

|
N | —
]~

[Tj-1Y; — Yj-12;]
1

<
Il

le .CEj
Yi—1  Yj

N | —

IIM&

Pour terminer cette section, donnons une forme complexe de la formule de Green-
Riemann qui nous sera utile dans la suite.

Proposition 1.9.14. Soit K un compact de C bordé par la courbe orientée C' et
soient f et g des fonctions de classe C sur un voisinage de K. Alors,

dg Of '

Démonstration. Vu la forme réelle de la formule de Green-Riemann, il est clair que

/fdz— /fdx—l/fdy

_ af of

= 8y dxdy 8 dxdy
_ 3f

= / e dxdy

et que

i i 1
5/09(12 /gda:—l—Q/gdy
:——/@d:ﬂd + = /@dmdy
K@l‘
/6gda:dy

La conclusion en découle. O
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1.10 Partitions finies de 1’unité

Lemme 1.10.1. Soit €2y, ...,€); un recouvrement ouvert fini du compact K de C.

Alors il existe € > 0 tel que
KcUu---uUy;

ou
Uj ={z€C:d(z,00)) > ¢,d(z,K) < 1}.

Démonstration. Si le résultat est faux pour tout m > 1, il existe z,, € K tel que
d(2m,0Q;) < 1/m

pour tout j € {1,...,J}. Il existe alors une sous-suite (zx,,)m>1 de (zm)m>1 qui
converge vers 2y € K. Comme

d(Zo, EQ]) = mlgnoo d(ka, CQJ) =0

pour tout j € {1,...,J}; on voit que

J
2o € ﬂ EQ] C CK
j=1

d’ol1 une contradiction. O
Proposition 1.10.2. Soit €2y, ...,€); un recouvrement ouvert fini d’un compact K
alors il existe des fonctions 11, ..., de classe Cy, sur C a support compact telles
que

(i) suppv; C Q; pour j € {1,...,J};
(ii) Z}'I=1 Y; = 1 sur un voisinage de K.

Démonstration. Prenons les U; comme dans le lemme précédent. Soit ¢y une fonc-
tion de classe C,, égale a 0 sur un voisinage de K et a 1 sur un voisinage de
C(U, U--- U Uy). Pour tout j € {1,...,J}, soit ¢; une fonction de classe Cy, &
support compact égale & 1 sur un voisinage de 7] et a 0 sur un voisinage de CQj.

J
p=> 9 >0
=0

sar C=U,U---UU; UC(U, U---UUy). Posons

Par construction,

v = i/
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Alors, suppo C CK, suppyy € 4, ..., suppty C Qy et

37

J
D =1
5=0
sur C. Il s’ensuit que les fonctions 1, ..., sont a support compact et satisfont

aux conditions (i) et (ii) de I’énoncé.

]



2 Fonctions Holomorphes

2.1 Définition et théorémes de génération

Définition 2.1.1. Une fonction holomorphe sur un ouvert €2 de C est une fonction
complexe de classe C sur €2 qui vérifie I’équation de Cauchy-Riemann complexe

of
E—O

sur 2.

Remarque 2.1.2. (a) Si f = u+ v avec u, v réels, I'équation de Cauchy-Riemann
complexe est équivalente au systéme de Cauchy-Riemann réel :

ou v
or 9y
ou ov
dy  ox

Exemples 2.1.3. Si on passe en revue les fonctions d’une variable complexe consi-
dérées dans le premier chapitre, on constate notamment que

(a) toute fonction polynomiale en z est holomorphe sur C;

(b) toute fonction rationnelle en z est holomorphe sur C privé des poles de la
fonction ;

(c) la fonction exponentielle et les fonctions cosinus et sinus sont holomorphes sur
C;

(d) la fonction cotangente (resp. tangente) est holomorphe sur C\ (Zm) (resp.
C\ (n/2+ Zm);

(e) la fonction logarithme principal et la fonction puissance ¢ principale (¢ € C)
sont holomorphes sur C \ |—o0, 0].

On constate aussi que les fonctions Rz, Sz, Z, |2|, arg(z) ne sont holomorphes
sur aucun ouvert de C. En fait, on a le résultat plus général suivant :

Proposition 2.1.4. Si les fonctions f et f sont holomorphes sur l'ouvert Q de C
alors f est localement constant sur 2. En particulier, toute fonction holomorphe a
valeurs purement réelles (resp. imaginaires) sur un ouvert 2 de C y est localement
constante.
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Démonstration. Si f et f sont holomorphes sur €, on a

of of
— =0 — =0.
oz 0z
On en tire que
of
a—
0z ’
et par conséquent que
of _of _,
or oy
La conclusion en découle. O]

Proposition 2.1.5. Soit f une fonction définie sur un ouvert §2 de C. Alors f est
holomorphe sur €2 si et seulement si

f/<20) = lim

h—0

f(z0 +h) = f(20)
h

existe et est fini pour tout zy € Q et si la fonction zy — f'(z) est continue® sur 2.

Démonstration. (a) Supposons que f est de classe C; sur €. Alors, la Proposi-
tion 1.3.2 montre que l'on a

P+ 1) = £(za) + 2L o)+ of)

si h — 0 pour tout zg € €. Il s’ensuit que

h) — 0
L Bt

quelque soit zg € €. La fonction f’ coincide donc avec df/0z sur 2 et y est par
conséquent continue.

(b) Supposons maintenant que la fonction f’ soit définie et continue sur 2. Alors,
pour tout zp € 2 on a

0 h) —
(9_£<ZO) = hhglo flzot Z /=) = f/(Zo)
heR
et 9 -
8_;;(%) = hhi>n0 fleo t Zh) — (=) = if/(zo)-

heR

5. Nous verrons plus tard que cette condition de continuité est en fait inutile.
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On en tire que

0 ,
% (20) = (20)
et que
0
8—2(20) = 0.
La conclusion en découle. OJ

Définition 2.1.6. La fonction f’ considérée dans la proposition précédente est la
dérivée complexe de f.

Remarque 2.1.7. Il résulte de la preuve de la proposition précédente que 1'on a

of _ of _ af _ of _

%_fa a_y_lf7 E_fa £_O

pour toute fonction holomorphe sur un ouvert 2 de C. En particulier, la dérivée
complexe de f détermine toutes les autres dérivées premiéres de f.

Pour obtenir I’holomorphie d’une expression a partir de celle des fonctions qui y
interviennent, on dispose des théorémes de génération ci-dessous.

Proposition 2.1.8. Si f et g sont des fonctions holomorphes sur €2, alors
(a) f+ g est holomorphe sur §);
(b) fg est holomorphe sur §);
(¢) f/g est holomorphe sur Q\ {z : g(z) = 0}.
Démonstration. Cela découle immédiatement de la Proposition 1.3.5. O

Proposition 2.1.9. Si f est holomorphe sur 2 et si g est holomorphe sur U, alors
g o f est holomorphe sur l'ouvert {z € Q: f(z) € U} et

(g0 f)(2) =g (f(2)f(2)
sur cet ouvert.

Démonstration. Cela résulte directement de la Proposition 1.3.8. O
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2.2 Formule de représentation de Cauchy

Tirons d’abord une conséquence directe de la formule de Green-Riemann et de
la définition des fonctions holomorphes.

Proposition 2.2.1 (Théoréme de Cauchy). Si f est holomorphe sur un ouvert )
de C et si K est un compact de ) bordé par la courbe orientée C', alors

/Cf(z) dz =0.

Démonstration. Vu la Proposition 1.9.14, on sait que dans les conditions de I’énoncé

/Cf(z)dz:%/K%dxdy.

La conclusion est alors immédiate puisque I'holomorphie de f entraine que

of _
0z

on a

0.

[]

Grace a ce résultat, nous sommes maintenant en mesure d’établir une des plus
importantes formules de la théorie des fonctions holomorphes.

Proposition 2.2.2 (Formule de représentation de Cauchy). Soit Q un ouvert de
C, soit f une fonction holomorphe sur €2 et soit K un compact de §2 bordé par la
courbe orientée C'. Alors, pour tout zy € K°, on a
1SR

. — dz.
2T Jo 2z — 2

f(z0) =

Démonstration. Notons C. (resp. D,) le cercle (resp. le disque ouvert) de centre z,
et de rayon ¢ et choisissons ¢ > 0 suffisamment petit pour que D, C K°.

4 /: Sl’
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Dans ce cas, on vérifie aisément que K \ D, est bordé par C'U C. La fonction f
étant holomorphe sur €,
f(z)

Z— 20

est holomorphe au voisinage de K \ D, et le théoréme de Cauchy montre que

/ Mclz:O
cucs F TR0 '

) . _ [ f&

Cc* 20 Ce 27 %0

Il en résulte que

La deuxiéme intégrale est donc en fait indépendante de . Or,

f(z) p 2 (2o + ee?)eiel?
2 dz = .
c. 2 — % 0 eet?

27
df = 2/ f(zo + €€ db.
0

Comme f est continu en zg, on a

lim i/% f(z0 +ee?) do = @'/% f(z0) dO = 2im f(z).
0 0

e—0

Il s’ensuit que

) dz = 2im f(zp).
crZT

Remarque 2.2.3. Dans les conditions de la proposition précédente, on a

R A R

2im Jo 2z — 2

si zg € Q\ K. En effet, dans ce cas, la fonction
f(z)
Z— 20
est holomorphe au voisinage de K.

Corollaire 2.2.4. Dans les conditions de la proposition précédente, f est de classe
Cy sur €2 et pour tout zg € K°, on a
orf p! f(z)
—(zg)==— | ——————d=z >0).
8247( 0) 2im /C (z — 2z)P*! (p=0)
En particulier, les fonctions
orf
0zp
sont holomorphes sur €2.
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Démonstration. Par la formule de représentation de Cauchy, on sait que

1
_ L[,
2w Jo 2z — 2

f(20)

pour tout zy € K°. Pour tout z fixé dans C', la fonction

f(z)

zZ— 20

zZ0

est de classe C, sur K° et on montre aisément que le théoréme de dérivation des
intégrales paramétriques s’applique. On en tire que

R aIC)

: dz
2T Jo 2z — 2

zZ0

est de classe Cy, sur K° et que

o { L[ f(2) dz} _p_!/c(Ldz.

028 | 2im Jo 2z — 2o ks z — zg)PH1

Il s’ensuit que f(zg) est de classe Cy, sur K° et que 'on a

Pflz0) p_'/ fle) .
c (

o028 2im z — )Pt

sur cet ouvert. Comme on peut prendre pour K n’importe quel disque fermé de 2,
on voit que f est en fait de classe C, sur €2. En particulier, sur cet ouvert on a

0 (N _ o (9F _,
7 (59) =39 (%) -

orf
0zP

est holomorphe sur €. n

et

2.3 Inégalités de Cauchy

Une conséquence importante du corollaire précédent est que le module d’une dé-
rivée d’une fonction holomorphe peut étre contrélé a partir du module de la fonction
elle-méme. Plus précisément, on a :

Proposition 2.3.1 (Inégalités de Cauchy). Soit Q2 un ouvert de C, soit f une
fonction holomorphe sur €2 et soit K un compact de §2 bordé par la courbe orientée
C'. Alors, pour tout zy € K° et tout p € N, on a

p!Lc

| FP)(20)] < (2, Oy S0P | f(2)]-
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Démonstration. Cela résulte directement de la formule de représentation de Cauchy
pour les dérivées de f par majoration de I'intégrale curviligne qui y figure. m

Corollaire 2.3.2 (Théoréme de Liouville). Si f est holomorphe sur C et s'il existe
R >0et C >0 tels que
[ < CllfP (peN)

pour |z| > R, alors f(z) est un polynéme en z de degré inférieur ou égal a p.

Démonstration. Le résultat précédent pour Q = C, K = D, (disque de centre 0 et
de rayon r > R) montre que

q'27r

C P
om(r — |zt

19 (z0)] <

si |zo| < 7. Il s’ensuit que

pour tout 7 > |z|. Si ¢ > p, on trouve, en faisant tendre r vers l'infini, que

19 (20)] = 0.

La conclusion en découle aisément. O

Exemple 2.3.3. A titre d’application du théoréme précédent, montrons que tout
polynéme en z de degré > 1 posseéde au moins un zéro complexe. Soit P(z) un tel
polynéme. Supposons que P(z) ne s’annule pas sur C. Alors

1
P(z)

est holomorphe sur C et comme on a

li ! 0

im —— =0,

A P()

la fonction 1/P(z) est bornée sur C. Cette fonction est donc constante sur C. Ainsi,
P(2) est également constant sur C et cela contredit nos hypothéses.
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2.4 Suites et séries de fonctions holomorphes

Les inégalités de Cauchy ont des conséquences intéressantes en ce qui concerne
la convergence dans ’espace des fonctions holomorphes.

Proposition 2.4.1 (Théoréme de Weierstrass). Soit f,, une suite de fonctions ho-
lomorphes sur un ouvert §2 de C. Supposons que f,, converge vers f uniformément
sur tout compact de ). Alors,

(a) f est holomorphe sur €2 ;

(b) fy(f ) converge uniformément vers f) sur tout compact de ).

Démonstration. Soit K un compact de € et soit ¢ < d(K,[Q). Par construction,
le disque fermé D(zp,¢) est inclus dans {2 quelque soit zy € K. Pour zy € K, les
inégalités de Cauchy montrent alors que

|

1P (z0) = FP )| < L sup [ fnl2) = ful2)]

ep 2€C(20,€)

ot C(zp,¢) est le cercle bordant D(zp, ). On en tire que
p!
sup | £ (20) = £ (z0)] < 5 sup | fin(2) — fu(2)]-
z0€K &% K.
s
K.={2€C:d(z,K) <¢}.
Soient r et s deux naturels. Comme
o o
ox" Oy*

o=,

il résulte de ce qui précede que la suite
ar o0°
ox" Jy*

fn

est uniformément de Cauchy sur K. Cette suite converge donc uniformément sur K
et on peut par conséquent lui appliquer le théoréme de dérivation des limites. Ce
théoréme permet alors d’affirmer que f est de classe Cy, sur €2 et que

ar 0° o 0°
— ﬁ —
ox" Jy* I ox" Jy*
uniformément sur tout compact de 2. En particulier,

O 0f

R
0z 0z’

f
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et
orf, o f
P = I ZJ _ £p
9 =Sl ST — jog)
uniformément sur tout compact de €2. L’holomorphie de f,, sur {2 permet alors de
conclure. n

Comme une série n’est que la suite de ses sommes partielles, on a aussi le résultat
suivant.

Corollaire 2.4.2. Soit (f,)men une suite de fonctions holomorphes sur ). Suppo-

sons que la série
+00
> " fm
m=0

converge uniformément sur tout compact de ). Alors,
(a) la somme
+o0o
f = Z fm
m=0
de cette série est holomorphe sur () ;
(b) on a
+oo
) = Z fr(f)
m=0
uniformément sur tout compact de ).

Pour utiliser le résultat précédent en pratique, il faut étre & méme de tester
rapidement si une série est uniformément convergente sur tous les compacts d'un
ouvert de C. Pour cela, on peut faire usage de la proposition suivante.

Proposition 2.4.3. Soit (f,,)men une suite de fonctions complexes définies sur une
partie A de C. Supposons qu'’il existe une série numérique réelle convergente

+oo
D> Cn
m=0
telle que
| fm(2)] < Ch
pour tout z € A et tout m € N. Alors la série
+00
>
m=0

converge uniformément sur A.
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Démonstration. 1l suffit de remarquer que, dans les conditions de I’énoncé, on a
q q
sup | E fml < E Cm
A — _
m=p m=p
et de conclure en utilisant le critére de Cauchy pour la convergence des séries nu-

mériques réelles et le critere de Cauchy pour la convergence uniforme des séries de
fonctions complexes sur A. O

Définition 2.4.4. Dans les conditions de la proposition précédente, on dit que la

+0o0o
> fm
m=0

série de fonctions complexes

converge normalement sur A.

2.5 Séries de puissances naturelles

Définition 2.5.1. Une série de puissances naturelles de (z — zy) est une série du

type
+o0
Z am(z — 20)™"
m=0

dont les coefficients a,, € C.

Remarque 2.5.2. Dans la suite, il sera commode de prolonger la relation d’ordre
habituelle de R & [—00, +00] en posant

—o00 < r <400

sir e R.
On conviendra également d’appeler disque ouvert de centre z; et de rayon r €
[0, +00] I’ensemble
{z€eC:lz—2| <r}

méme si cet ensemble est vide pour » = 0 ou est égal au plan complexe tout entier
sir = +o0.
De méme on conviendra d’appeler disque fermé de centre z, et de rayon r &€
[0, +00] I’ensemble
{zeC:lz—2|<r}

méme si cet ensemble est réduit a un point pour r = 0 ou est égal au plan complexe
tout entier pour r = +o0.
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Proposition 2.5.3 (Abel). Si R est la borne supérieure dans [0,+oo] des v > 0
pour lesquels la suite
|an|r"

est bornée, alors la série de puissances naturelles

[ee]
Z (2 — 29)™
m=0

converge normalement sur tout compact du disque ouvert
Q={z€C:|z— 2| <R}

et diverge hors du disque fermé
F={2€C:|z—2| <R}

Démonstration. Soit K un compact inclus dans 2. Alors

Tk =sup|z — 2| < R
z€EK

et il existe un r € |rg, R[. Pour un tel r,

C' = sup |a,|r"
neN

est fini. Il s’ensuit que

n
sup |an(z — 20)"| < C (T—K) .
zeK r

La série géométrique

> (=)

n=0 r
étant de raison strictement inférieure & 1, on en tire que la série de puissances
naturelles étudiée converge normalement sur K.

Soit & présent z un point qui n’appartient pas a F. Si la série de puissances

naturelles considérée converge en z, son terme général tend vers 0. Il s’ensuit qu’il
existe une constante C' > 0 telle que

|am(z = 20)"| < C
pour tout m > 0. Vu la définition de R, on en tire que
|z — 20 < R

en contradiction avec le fait que z &€ F. m



2 FONCTIONS HOLOMORPHES 12

Remarque 2.5.4.
(a) Le nombre R considéré dans la proposition précédente peut prendre toutes
les valeurs de 0 & +oo inclus comme on s’en assure en considérant les séries :

+001

Zm'z—zo : ZR (z—20)" (0< R < +), Zm‘(z—zo)

m=1

(b) Dans la situation de la proposition précédente, le comportement de

—+oco
Z (2 — 29)™
m=0

pour |z| = R est trés variable comme on le voit en considérant les trois exemples

+o0o . +oo 1 +o0 1
mZ:l(Z—Zo) ) mzzﬁ Z—ZO s mzzan(z—zo)m

Dans chaque cas, le rayon de convergence est égal a 1. Cependant, la premiére série
diverge si |z — zg| = 1, la seconde est semi-convergente si |z — zo| = 1 et 2 — 29 # 1
et diverge si z — zp = 1 alors que la troisiéme est normalement convergente sur tout
le disque fermé {z : |z — 2| < 1}.

Définition 2.5.5. Le rayon de convergence de la série de puissances naturelles

+o0

Z (2 — 29)™

m=0

est le nombre R considéré dans la proposition précédente. Le disque ouvert de conver-
gence de la série considérée quant a lui 'ouvert 2 correspondant.

On peut souvent calculer rapidement le rayon de convergence dune série de
puissances naturelles au moyen du résultat suivant :

Proposition 2.5.6. Considérons la série de puissances naturelles

[ee]
Z am(z — 20)™"
m=0

et notons R son rayon de convergence. Supposons que I'une des conditions suivantes
soit satisfaite :

(a) la suite %/|a,,| admet une limite L finie ou infinie;
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(b) il existe M > 0 tel que |a,,| > 0 pour m > M et la suite

Am41
A

définie pour m > M admet une limite L finie ou infinie.

Alors,
400 siL=0
R=<¢1/L siL€]0,+o0]
0 si L =+o0

Démonstration. Cela découle du critére de la racine et du critére du quotient. [

Remarque 2.5.7. On peut montrer plus généralement que si on pose

L =limsup Y/ |a,| := inf sup 3/|an|
M>0 > 01

m—>00
alors R peut se calculer a partir de L comme dans la proposition ci-dessus.

Proposition 2.5.8. Soit R le rayon de convergence de la série de puissances natu-

relles
+o0

Z (2 — 29)™.

m=0
Alors, la somme f(z) de cette série est holomorphe sur le disque ouvert de centre z,
et de rayon R et on a

uniformément sur tout compact de ce disque pour tout p > 0. En particulier, on a

f(m)(zo)

Ay = I
m:

pour tout m > 0.

Démonstration. Cela découle directement de la Proposition 2.5.3 compte tenu du
Corollaire 2.4.2. N



2 FONCTIONS HOLOMORPHES 14

2.6 Développements en séries de Taylor

Définition 2.6.1. Soit f une fonction holomorphe sur un voisinage de 2z, € C. Alors
la série de Taylor de f en zy est la série

I £(m)
Z f m(|ZO) (Z - ZO)m'
m=0 )

Dans la cas particulier ou zy = 0, la série de Taylor de f en zy est appelée série de
MacLaurin de f.

Le dernier résultat de la section précédente montre en particulier que si la fonc-
tion holomorphe f est développable en série de puissances naturelles de (z — zp) sur
un disque ouvert de centre zg, alors cette série est la série de Taylor de f en z.
Nous allons & présent compléter ce résultat en montrant que toute fonction holo-
morphe sur un disque ouvert de centre zy est développable en série de de puissances
naturelles de (z — zg) sur ce disque.

Proposition 2.6.2. Soit f une fonction holomorphe sur le disque ouvert D(zy, R)
de C. Alors, sur ce disque, on a

X £ (4,
f2) =) pr(z — z)™.

En particulier, le rayon de convergence de la série de Taylor de f en z, est au moins

R.

Démonstration. Soit 7 < R. On a D(z,7) C D(z0, R). Notons C' le cercle bordant
D(zp, 7). Vu la formule de représentation de Cauchy, on a

fo - L [1Q

C2im Jo (-2

dg

pour tout z € D(z,r). On en tire que

_ 1 f(©) 1 e 1
f(z)_ﬁ/cg—zonhzo—zdc_22’7?/0(—201—2:28 d

sur D(zp,r). Fixons z tel que |z — 29| < r. Comme

zZ— 20

¢ — 20

:|z—zo\ 1
r
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pour tout ¢ € C, la série de fonctions

+0c0 m
Z— 20
(C—Zo>

m=0

converge normalement en ¢ sur C' vers

On en tire que

Vu la formule de représentation de Cauchy pour les dérivées de f en zy, l'intégrale
entre crochets vaut f(™(z)/m!. Il s’ensuit que

09 pm) (5
=3 Ty

sur D(zg,r). Comme r peut étre choisi arbitrairement proche de R, cette formule
est en fait valable sur D(zo, R); d’ot la conclusion. O

Remarque 2.6.3. Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert 2 de C et si z
est un point de 2, il résulte de ce qui précede que f est la somme de sa série de
Taylor en z sur le disque ouvert de centre zy et de rayon R = d(z, 0Q). 11 s’ensuit
que la rayon de convergence de la série de Taylor de f en 2, est au moins égal a R.
On prendra cependant garde au fait que ce rayon peut étre strictement plus grand
que R et que f peut différer de la somme de sa série de Taylor hors de D(zy, R)
(voir e. g. (d) ci-dessous).

Exemples 2.6.4.
(a) Si P(z) = ag + -+ + a,z" est une fonction polynomiale, alors la formule de
Taylor redonne le résultat bien connu :

P(z) = P™(z)(z — 2)™
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(b) Comme l'exponentielle est sa propre dérivée, il est clair que la série de Taylor

de e* en zy € C est la série
+0 2

Z %(z —2z)™

m=0

et que cette série représente e* sur C tout entier. On retrouve ainsi a la fois que

+o0
=3 z"
m)!
m=0
sur C et que
ez — ezoez 20
pour tous les nombres complexes z et zj.
(c) Puisque
cos'(z) = —sin(z) et que sin'(z) = — cos(z),

on voit que

_ Z (—1)" cos(zo) (2 — 20)2" Z (—1)"sin(zp) (2 — z)2+!

cos(2) 22" (2n)! 2n + 1)
et que
sin(z) = f‘i (=)™ sin(zo 24 Z " cos(z (z _ )2
— (2n)! 2n +1
sur C. En particulier, on retrouve que
o0 ,2n ‘ o0 2n+1
cos(z) ;(—1)” o)’ sin(z) ;(— )" Gnt 1)

sur C et que l'on a
cos(z) = cos(zp) cos(z — zp) — sin(zg) sin(z — zp)

et
sin(z) = sin(zp) cos(z — 2o) + cos(2p) sin(z — zp)

pour tous les nombres complexes z et z.
(d) On sait que In(z) est holomorphe sur C \ |—o0, 0] et que

1
In'(z) = —
(z) = -
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sur cet ouvert. Il s’ensuit que la série de Taylor de In(z) en zy = (2o, y0) & ]—00, 0]

est la série
oo (_1)m—1
In(zg) + Z

m=1

z—z)"
m zy" ( 0)
et que cette série représente In(z) si |z — 2| < |yo| lorsque zp < 0 et si |z — zo| < |20
lorsque xg > 0.
Lorsque zy = 1, on déduit de ce qui précéde que la série de Mercator

—+o00

Yy

m=1

converge vers In(1 + z) si |z| < 1.

On remarquera que la série de Taylor de In(z) en zy a toujours un rayon de
convergence égal a |z|. Lorsque xy < 0, cette série de Taylor converge donc vers une
fonction holomorphe ¢(z) sur D(zo,|20|) mais on n’est assuré d’avoir ¢(z) = In(z)
que sur D(zg, |yo|). En fait, sur D(zo,|20|), on peut montrer que

In(z) si 3z >0
() =
In(z) 4+ 2ir i §z < 0.

(e) Soit ¢ € C. Comme la fonction z¢ est holomorphe sur C\ ]—o0, 0] et de dérivée

c—1

égale a cz° " sur cet ouvert, on voit aisément que

i cle=1)...(c—=m+1) ..

p— 257z — z)"
m=0 ’
dans les mémes conditions que pour (d). On ne manquera de remarquer que cette
formule est une généralisation de la formule du binéme de Newton au cas des expo-
sants complexes. Comme pour (d), on en tire que

_l’_
—-1) — 1
1—|—Z Z C C m + )m

si|z] < 1.

En pratique il est parfois plus simple de calculer le développement de Taylor
d’une expression algébrique a partir des développements de Taylor des fonctions qui
y interviennent plutdt que d’essayer de calculer directement toutes les dérivées de
I’expression. On dispose pour cela du résultat suivant :
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Proposition 2.6.5. Supposons que les séries de puissances naturelles

+00 +oo
Z (2 — 29)™ et Z b (2 — 29)™
m=0 m=0

convergent respectivement vers f(z) et g(z) sur D(zy, R). Alors,

(a) on a
F(2)+9(z) = emlz —z)"

sur D(zo, R) si ¢ = apy + by, (M > 0) ;

(b) on a N
F(2)g(z) = emlz = 20)"
sur D(zg, R) si
Cr = Z nby—n (m > 0).

Si de plus g(z) ne s’annule pas sur D(zg, R) alors

(c) on a N
FE9(2) = ez — 20"

sur D(zg, R) si ¢, est 'unique solution du systéme triangulaire
q 3 g

m

Z Cnbm—n = Qm (m > 0).

n=0

Démonstration. Le point (a) est évident. Le point (b) résulte de la formule de Leib-

nitz

(f)™ = Cp, fWgmm.
n=0
Quant au point (c), il découle de (b) puisque si h(z) = f(2)/g(z) on a

f(z) = h(z)g(2).
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Exemples 2.6.6. (a) Considérons la fonction ®(z) définie en posant

D(2) = {z/(ez —1) siz¢2nZ

1 st z=0.

Comme e* — 1 s’annule si et seulement si z = 2ikm (k € Z) et que

+oo

62—122%

m=1

il est clair que ®(z) est holomorphe sur C \ 2inZ,. La fonction ®(z) est donc dé-
veloppable en série de MacLaurin sur D(0,27). Notons ¢, les coefficients de ce

développement. Comme
z=®(z2)(e* — 1),

ce qui précede montre que
1
Do =0m (m21).

" (m —n)!

Il s’ensuit que les ¢,, sont déterminés par les relations

m

1
- = Om m > 0).
nz% (m+1—n)! 0 (m 2 0)
On en tire que
> Crii(nley) =6m0  (m>0)
n=0
et cela montre que
nle,

est le nombre de Bernoulli B,,. En particulier, on a

+oo +o0 _
N B2 (=1)"'B; ,,
(I)(Z)_ZWZ —1—§+;WZ

sur D(0, 27).
(b) Un calcul rapide montre que

ztgz = ®(2iz) — P(4iz) — iz
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size€ C\ (1/24 «nZ). 1l S’ensuit que

“+oo

() =3 (20 — ()

n—=

si |z| < 7/2. On en tire que

+00 +oo
(=1)"Ban 2ny 2n—1 22122 — 1) By 5,4
t — 92n(1 _ 92n),2n—1 _ n 2n
&% Z (2n)! ( )z (2n)! ‘

sur D(0,7/2).

Remarque 2.6.7. Plagons nous dans les condition de la Proposition précédente et
SUpposons que nous ne nous intéressions qu’aux ¢, avec m < M. Dans ce cas, on
peut disposer les calculs comme suit :

(a) On procéde comme pour I'addition des polynémes mais en ne gardant que
les termes d’indice < M. On forme donc le tableau :

ag + arz + o+ ayzM
((lo—f-bo) + (CLl +b1)Z + .- + (CLM —|—bM)ZM

et on lit les ¢, cherchés sur la derniére ligne.
(b) On procéde comme pour la multiplication des polynémes mais en ne gardant
que les termes d’indice < M. On forme donc le tableau :

ag + a1z + + ayzM
bo + b1z + + bz
(apho) + (aibo)z + + (anrbo) 2™
+ (aghy)z + + (aprr—1b1)2M
(agbar)zM
(aobo) + (arbo +agbi)z + -+ + (aambo+ -+ agbar)2™

et on lit les ¢, cherchés sur la derniére ligne.
(c¢) On procéde comme pour la division des polynomes mais en ne gardant que
les termes d’indice < M et en procédant dans ’ordre des puissances croissantes. On
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forme donc le tableau :

apg + a,z + + ay M b + biz + - byM
coby + cob1 2 + + cobprz™ co + cz + - cyM
(ay — coby)z + + (an — cobar)2M
(c1bo)z + +  (e1bar—1)2M
(carbo)z™
0

et on en tire les ¢,, cherchés.

Exemples 2.6.8. (a) Cherchons les termes d’indice < 4 du développement de Ma-
cLaurin de sin(z)In(1 + z). On a

3

sinz =z — % + o(z*)
et 2 3 4
1n(1+z):z—%+%—%+o(z4)
On forme alors le tableau :
53
Z — E—
6
22 n 23 z*
z _— E— E— _— —_—
2 3 4
7
22 - =
6
2
et
3
23 2t
2 _ -
: 2 T %
et on en tire que
‘ , 23 )
sin(z) In(1 + 2) = 2° — E—i—gjto(z )

(b) Cherchons les termes d’indice < 4 du développement de MacLaurin de
1/cosz. On a
2 4 .
—1-Z 4=
oS z 2+24+0(z)



On forme alors le tableau :

et on en tire que
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. 22 N z
2 24
22 N 24 L4 22 N 524
2 24 2 24
22 22
2 24
22 24
2 4
527
24
2?2 5zt
=14+ 4= 4
COoS z +2+24+0(Z)

Signalons pour terminer cette section que l'on peut aussi obtenir aisément la
série de Taylor d’une dérivée ou d’une primitive d’une fonction holomorphe en un
point & partir de la série de Taylor de la fonction en ce point. Plus précisément :

Proposition 2.6.9. Supposons que la série

o0
Z (2 — 29)™
m=0

convergent vers f(z) sur D(zo, R). Alors,

(a) la série

converge vers la dérivée de f(z) sur D(zo, R) ;

(b) la série

+o00

Z(m + Dap1(z — 29)™

m=0

Y

“+oo

) ar;: (2 — 20)™

m=1

converge vers la seule primitive holomorphe de f(z) sur D(zy, R) qui s’annule

en 2y ;

Démonstration. Tout découle directement de la Proposition 2.5.8. O
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Exemples 2.6.10.

(a) Soit R(z) une fonction rationnelle dont les poles se trouvent en zi, ..., 2, et
soit zp € C\ {z1,..., 24} Pour obtenir le développement R(z) en série de Taylor en
Zp, on peut procéder comme suit. On voit d’abord par décomposition en fractions
simples que 'on peut se ramener au cas ou R(z) est de la forme

(2 —1Zj)” - E;l—)yl_)l' 582”:1 (Z —1 Zj) '

Or
1 1 1 1
Z—zj zZ—Zyt+ 2 — % zo—zjl_Z—Zo
Zj — 20

— (Zj _ Zo)m+1
si |z — 20| < |2; — 20| Dans ce cas, on a donc

= (z : >__ io m(m—1)---(m—y+2)(z_20)m_y+1

Ozv—1 — 2 (25 — zp)mH1

B e e Tl

n=0

Il s’ensuit que

(2 —z) 4= (25— 20)"

si |z — 20| < |2 — 20l
(b) Cherchons a présent le développement de MacLaurin de arcsin z. Remarquons
tout d’abord que, si |z| < 1, on a

arcsin’ z = ———— = (1 — 2%)71/2

n!

-y (=1/2)(=1/2-1)---(=1/2-n+ 1)(_Zz)n
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vu la formule du bindéme de Newton pour les exposants complexes. Comme arcsin 0 =
0, on a donc aussi

2n+1

+oo
, 1-3---(2n—-1) =z
M%mz_§; 2420 (2n+1)
lorsque |z] < 1.
(g) On peut procéder de la méme maniére pour obtenir le développement de

MacLaurin de arctg z. En effet, on a

1
z

si |z| <1 et comme arctg0 = 0 on en tire que

Ji.f »2n+1
arctgz = » (—1)" :
~ 2n+1

2.7 Zéros des fonctions holomorphes

Définition 2.7.1. Soit f une fonction holomorphe sur I'ouvert €2 de C et soit 2y € {2
un zéro de f. Deux cas de figure peuvent alors se présenter :

(a) Il existe p > 1 tel que
f(20) =0,..., " (20) = 0, fP(20) # O;

(b) On a
f™(20) =0

pour tout m > 0.

Dans le cas (a), nous dirons que zg est un zéro de multiplicité p de f(z). Dans le cas
(b), nous dirons que zy est un zéro de multiplicité infinie de f(z).

En d’autres termes, la multiplicité de zo comme zéro de f(z) est la borne inféri-
eure de

{m=0:f"(x) # 0}
dans [0, +-00].
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Proposition 2.7.2. Soit f une fonction holomorphe sur 'ouvert €2 de C et zy € ).
Alors zg est un zéro de multiplicité p > 1 de f si et seulement s’il existe une fonction
g holomorphe sur € telle que

f(z) = (2 — 20)Pg(2), 9(20) # 0.

En particulier, zy est un zéro isolé de f (i.e. il existe ¢ > 0 tel que f ne s’annule pas

sur D(zo,¢) \ {20}))-

Démonstration. Supposons que zg est un zéro de multiplicité p > 1 de f. On a

09 flm) (5,
=3 Ty

m

sur le disque ouvert D(zg, R) ot R = d(2p,0). Comme f(™(z) = 0 pour m =
0,...,p—1, on a en fait

95 £m) (5 £95 pm) (5 )
O DR B R DE A L)

m! m
m:p

Il s’ensuit que 'on peut définir une fonction g sur 2 en posant

% siz e Q\ {2z}
9(2) = 4 = 4(m) 2
Zf m(! 0) (z—20)™ P sizé€ D(z,R)

et que cette fonction est holomorphe sur 2. De plus, on a

f(p)(z)
9(z0) = . £ 0

et
f(z) = (2 = 20)"9(2).
Réciproquement, si

f(z) = (2 = 2)"9(2)

sur €2, avec g holomorphe sur 2 tel que g(zp) # 0, on a

<X g (2 2 g,
F&) = =z Y B ez = S L e

au voisinage de zy. La conclusion en résulte. ]
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Proposition 2.7.3. Soit f une fonction holomorphe sur 'ouvert €2 de C et zy € Q).
Alors zy est un zéro de multiplicité infinie de f si et seulement si f est identiquement
nul sur la composante connexe de ) contenant zy. En particulier, zy est un zéro
identique de f (i.e. il existe € > 0 tel que f soit identiquement nul sur D(z,¢)).

Démonstration. Si z est un zéro de multiplicité infinie de f dans €2, alors en utilisant
le développement de Taylor de f, on voit que f est identiquement nul sur un voisinage
de z. L’ensemble 7, des zéros de multiplicité infinie de f dans {2 est donc un ouvert
non vide. Cet ensemble est par ailleurs aussi fermé dans €2 car il est égal a

(N{ze: f™(z) =0}

m>0

Si on désigne par () la composante connexe de ) contenant zy, ce qui précede
montre que les ouverts

QQ N Zoo et QO \ Zoo

forment une partition de {29. Comme le premier ouvert est non vide, la connexité de
) entraine que le second ouvert doit étre vide. La conclusion est alors immédiate.
O

Corollaire 2.7.4. L’anneau des fonctions holomorphes sur un ouvert connexe non
vide de C est intégre.

Démonstration. Soit €2 un ouvert connexe non vide de C et soient f et g deux
fonctions holomorphes sur 2. Supposons que g ne soit pas identiquement nulle sur
Q) et que fg soit identiquement nul sur cet ouvert. Il existe alors zy € €2 tel que
g(z0) # 0. Vu la continuité de g sur Q, zp posséde un voisinage ouvert sur lequel g
ne s’annule pas. Comme fg est identiquement nul sur ce voisinage, on en tire que
2o est un zéro identique de f. Il découle alors de la proposition précédente que f est
identiquement nul sur €. O

Corollaire 2.7.5 (Principe d’unicité du prolongement holomorphe). Soient f et g
deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe §2 de C. Supposons que

{z€9Q: f(2) =9(2)}

posséde un point non isolé ou que f et g aient la méme série de Taylor en un point
de Q). Alors f et g coincident sur ) tout entier.

Démonstration. En effet, si z; est un point non isolé de

{z€Q: f(2) =9(2)},
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alors zg est un zéro non isolé de f — g. Vu la Proposition 2.7.2, ¢’est donc un zéro
de multiplicité infinie de f — g et la conclusion résulte de la proposition précédente.
Un raisonnement similaire permet de conclure lorsque les séries de Taylor de f et g
en zy sont identiques. O

Remarque 2.7.6.

a) Il découle du corollaire précédent que les fonctions f et g coincident sur € si
elles coincident sur un voisinage d'un point de 2 ou en les points d’une suite (2, )m>1
de €2 qui converge par valeurs différentes vers un point zy de €.

(b) En particulier, si 'ouvert € posséde des points réels et si les fonctions f et g
coincident sur 2 N R alors f = g sur ) tout entier.

Exemples 2.7.7.

(a) En appliquant la remarque précédente, on voit de suite que les fonctions e?,
cos(z), sin(z), cotg(z), tg(z), In(z), arccos(z), arcsin(z), arccotg(z), arctg(z) sont les
seules extensions holomorphes possibles des fonctions réelles correspondantes a leur
domaine d’holomorphie respectif.

(b) D’autres fonctions réelles usuelles peuvent aussi s’étendre au domaine com-
plexe. C’est le cas par exemple de la fonction I' d’Euler. Rappelons que cette fonction
est définie sur |0, +-00] par la formule

“+oo
[(x) = / t" et dt
0

et que l'on a
Fz+1)=2T(x)
sur cet ouvert. Rappelons également que cette relation jointe a 1'égalité I'(1) = 1
entraine que I'(n + 1) = n! pour tout n € N.
Cela étant, puisque
|tz—16—t| — téRz—le—t

)

il est naturel d’étendre I' au demi-plan

Qy={2z€C: Rz >0}

+oo
['(z) = / t=te~t dt.
0

en posant

pour tout z € .
Montrons que cette extension est holomorphe. Pour cela, il suffi d’appliquer le
théoréme de dérivation des intégrales paramétriques en remarquant que
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(i) La fonction
f(Z) — tzfleft

est holomorphe sur C pour tout ¢ > 0 fixé;

(ii) On a
fP(2) = (Int)Pt*~te

sur C pour tout ¢ > 0 fixé;
(iii) Si K est un compact de € et si on pose
a=1inf{Rz:z2€ K} et b=sup{Rz:ze€ K}
alors 0 < a < b et on peut majorer |fP)(z)| sur K par la fonction intégrable

(Int)? [ta_le_tx]o,l] () + tﬁ_le_tx]17+oo[(t)} )

Puisque I'(z) est holomorphe sur €, le principe d’unicité du prolongement ho-
lomorphe entraine que 1'égalité

L(z+1) ==2I'(2)
s’étend de ]0, +o0[ & 2y tout entier. Par itération, on en tire que
I'z4+n)=(z+n—-1)(z+n—-2)...2I'(2) (*)

si Rz > 0 et si n € Ny. Pour tout n € Ny, il est donc possible d’étendre holomorphi-
quement I'(z) a 'ouvert

Q,={2€C:Rz>-n,2#0,...2# —(n—1)}
au moyen de la fonction

I'(z+n)
2(z+1)...(z+n—1)

Gn(z) =
Comme
Gn—i—lmn == Gn7
il existe alors une et une seule fonction holomorphe G sur
Q=[] =C\(-N),
neN

telle que
G, = Gn
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pour tout n. Puisque 2 est un ouvert connexe de C, G est la seule extension ho-
lomorphe possible de la fonction I' de ]0,+00[ & Q. C’est pourquoi on convient de
poser

[(z) = G(2)

pour tout complexe z qui n’est pas un entier négatif ou nul.
Pour tout n € N, —n est donc une singularité isolée de I'(z). De plus, on a par

construction
I'(z+n+1)

[(z) = 2(z+1)...(z+n)
sur D(—n, 1)\ {—n}. Il s’ensuit que

lim I'(z) = o0

z2=—>—-n

et il n’est donc pas possible de prolonger continiment I'(z) & un ouvert strictement
plus grand que 2.

2.8 Séries de puissances entiéres

Définition 2.8.1. Une série de puissances entiéres de (z — zy) est une série bilatére

du type
+oo

Z (2 — 29)™

m=—0Q

dont les coefficients a,, € C.

Proposition 2.8.2. Soit
+o0o

Z am(z — 20)™ (*)

m=—o0
une série de puissances entieres et soient R_ et R, les rayons de convergence des
séries de puissances naturelles

(o] (o]
E A E AL
m=1 m=1
Convenons de poser

1R — 0 si R = 400
+o00 si R_=0.

Alors la série (*) converge normalement sur tout compact de I'ouvert

Q={ze€C:1/R_<|z— 2| <Ry}
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et diverge hors du fermé
F={2€C:1/R_<|z— 2| <R;}.

Démonstration. Cela découle directement de la théorie des séries de puissances na-
turelles puisque la convergence de la série étudiée en z # zy est équivalente a celle

des séries
[ee] o0
E a_p 2™ et E am2Z™
m=1 m=1

respectivement en Z = 1/(z — zg) et en Z = (2 — 2p). O

Remarque 2.8.3. Si la série (*) converge en au moins un z # z alors R_ et R,
sont strictement positifs et 1/R_ < R,.
Si 1/R_ = R, alors Q = () et le domaine de convergence de la série (*) est une

partie du cercle
{z:|z— 2| = Ry}

Si1/R_ < Ry alors Q2 # () et le domaine de convergence de la série (*) est 'union
de 'ouvert 2 et d’une partie de sa frontiére. Suivant les valeurs de R_ et de R, Q2
est alors d’un des types suivants :

(a) Si R_ < 400 et Ry < +oo alors 2 est la couronne circulaire

D(zo, Ry) \ D(20, R-).

(b) Si R_ < +o00 et Ry = 400 alors € est le plan excisé

C\ D(z,1/R-).

(c) Si R = +o0 et Ry < 400 alors  est le disque épointé
D(z0, Ry) \ {20}

(d) Si R_ = +o0 et Ry = 400 alors Q est le plan épointé

C\ {20}

Dans les cas (a) et (b), Q est aussi le plus grand ouvert ou la série (*) est
convergente.

Dans les cas (c¢) et (d) ce plus grand ouvert de convergence est égal a Q ou a
QU {2} suivant que la série (*) contient ou ne contient pas effectivement des termes
d’indice m < 0.
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Corollaire 2.8.4. Placons nous dans les conditions de la proposition précédente et
notons f(z) la somme de la série (*). Alors f(z) est holomorphe sur Q) et on a

1 f(z)

=— | ————d
201 Jo (2 — z9)™H :

am

si C, est un cercle de centre zy et de rayon r € |1/R_, R,]|.

Démonstration. Cela découle directement de la proposition précédente et du fait
que

/ (2 — 20)" tdz = 2T

sir > 0. O
2.9 Développements et décompositions de Laurent

Le dernier corollaire de la section précédente admet en quelque sorte une réci-
proque.

Proposition 2.9.1. Soient a et b deux éléments de [0, +o00|. Supposons que a < b
et que la fonction f soit holomorphe sur la couronne circulaire

Q={zeC:a<|z— 2| <b}.

Notons C,. un cercle de centre z, et de rayon r € |a, b| et posons

_ 1 f(2)
am_ﬂ/crmdz.

Alors,
+o0
F2)= D am(z—20)™
sur ).

Démonstration. Soit z € €. Il existe alors des réels « et [ tels que a < a < |z— 2| <
B < b. Considérons le compact

K={ze€C:a<|z— 2| <}

Ce compact est clairement bordé par la chaine CgUC; ou C,, Cj sont respectivement
les cercles de centres zg et de rayons « et (3 orientés trigonométriquement. On a donc

_ b RSN By B (R B L9
f(z)_Qiﬂ/cﬁUC;C—de_in</(;6C—zdc Cag_zd<>.
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Si (e Cg, ona

Q) £(Q) O RO (2—a\"
-2 (=)

(—z (—z+zm—2 (—zl—2

¢—=0 m=0

De plus, la série de droite converge normalement en ¢ sur Cg puisque sur cet ensemble

on a
Al

&

Z— 20

¢ — 2o

Si¢eC,,ona

Q) f(©) LY 1 Q) (¢—=\"
()

(—2z (—zmtmwm—2 zm—21-52 —2z\z— 2

zZ—20

De plus, la série de droite converge uniformément en ( sur C, puisque sur cet

¢ — 20

Z— 20

ensemble on a

a
= < 1.
|z — 2|

Il s’ensuit que 'on a

X1
f(2)=§[%/cﬁ$d<] (2 = )"

Comme la fonction

f(€)
(€ —20)™

est holomorphe sur ) pour tout m € Z, il résulte du théoreme de Cauchy que

10 f©
2in / €= ™

ne dépend pas de r € |a, b[. Ainsi, on a en fait

::) [2“?/ % dC} (2 — z0)™
mzi:oo [% /C % dg} (2 — 2)"

et la conclusion en découle. O

+
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Définition 2.9.2. Dans les conditions de la proposition précédente, on dit que

—+00

Z (2 — 29)™

m=—00
est la série de Laurent de f en 2.

Corollaire 2.9.3. Soit 2 un ouvert de C, soit zyg un point de ) et soit 0 < a <
d(z,CQ). Supposons que f soit une fonction holomorphe sur

{z€Q:|z—2]|>a}.

et convenons de poser 1/a = 400 si a = 0. Alors, il existe un unique couple de
fonctions (h, H) pour lequel :

(i) h est holomorphe sur €2 ;
(ii)) H est holomorphe sur D(0,1/a) et H(0) =0;

(iii) on a

zZ— 20

1) =)+ 1 ()
sur {z € Q: |z — z| > a}.
Démonstration. Soit b = d(z, Q). Comme f est holomorphe sur
{z€eC:a<|z— 2| <b},

il découle de la proposition précédente que

f(z) = Z am(z — 20)™ + Z a_m(z—29)™™

_ 1 f(z)
am—%/CTWdZ

pour un r € Ja,b[. Il est alors clair que

ou

H(Z)=) amZ"
m=1
est une fonction holomorphe sur D(0, 1/a) qui s’annule en 0. Pour tout z € €2, posons

f<z>—H< !

z —

) si |z — 20| > a;
20
h(z) = +oo
Zam(z—zo)m si |z — 29| < b.
m=0
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Par construction, il est clair que h(z) est holomorphe sur 2 et que

f(z):h(z)JrH( ! )

Z— 20

sur cet ouvert. L’existence du couple (h, H) est donc acquise. Pour établir son unicité,

O:h(z)+H( ! >

zZ— 20

il suffit de montrer que si

sur
{z€Q:]z—2]|>a}

avec h holomorphe sur © et H holomorphe sur D(0,1/a) tel que H(0) = 0, alors
h=0et H=0. Comme la relation

W) = —H (z = 20>

h(z) siz e
2
—H( L > si |z — 2 >a

montre que la fonction

z—20

est holomorphe sur C et tend vers zéro si z — 00, la conclusion résulte du théoréme
de Liouville. O

Définition 2.9.4. Dans les conditions du corollaire précédent, on dit que le couple
(h, H) est la décomposition de Laurent de f en z.

2.10 Singularités isolées des fonctions holomorphes

Les résultats de la section précédente sont particuliéerement utiles dans le cas ot
a = 0. Dans ce cas, ils peuvent se résumer comme suit :

Proposition 2.10.1. Soit 2 un ouvert de C contenant z, et soit f une fonction
holomorphe sur Q\{z}. Alors, f est développable en série de Laurent sur la couronne
ouverte

U= {Z ceC:0< |Z—Z[)’ < d(ZQ,BQ)}
En particulier, il existe un unique couple de fonctions (h, H) pour lequel

(i) h est holomorphe sur € ;
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(ii)) H est holomorphe sur C et H(0) = 0;

(iii) on a

f(z):h(z)+H( ! )

Z— 20
sur Q\ {20}

Démonstration. Cela résulte directement de la combinaison de la Proposition 2.9.1
et du Corollaire 2.9.3. O

Définition 2.10.2. Dans les conditions de la proposition précédente, on dit que z
est une singularité isolée de f dans Q.

A une telle singularité, la proposition précédente associe un unique couple (h, H).
On dit que h est la partie réguliére de f en zg et que H est la partie singuliere de f
en zg.

Suivant la nature de H, on distingue alors les cas suivants :

(i) si H =0, on dit que zy est une singularité effacable de f;
(ii) si H est un polyndome de degré p > 0, on dit que zy est un péle d’ordre p de f;

(iii) si H n’est pas un polynéme, on dit que zq est une singularité essentielle de f.

2.11 Singularités isolées effagables
Remarquons d’abord que le choix de 'adjectif effacable est justifié puisque :

Proposition 2.11.1. Si €2 est un ouvert de C et si zy une singularité isolée de f
dans 2, alors zy est une singularité effacable de f si et seulement si f admet une
extension holomorphe a ) tout entier.

Démonstration. Cela résulte directement du fait que zy est une singularité effacable
de f si et seulement si f coincide sur Q \ {z} avec sa partie réguliére en 2o . [

Exemple 2.11.2. La fonction
sin z

z
a une singularité effagable en 0. En effet, on a

2m

. +oo
sin z 2
— _ym—=
z ;( ) (2m +1)!
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sur Cy. L’extension holomorphe de

sin z
z
a4 C est la somme de la série
+oo 2m
z
S [
Z( ) (2m+1)!

m=0
Cette extension est la fonction sinus cardinal®; on la note sinc(z).

Remarquons aussi que ’on peut caractériser I'effacabilité d’une singularité isolée
par le comportement de f(z) lorsque z tend vers zy par valeurs différentes :

Proposition 2.11.3. Soit 2 un ouvert de C et soit zy une singularité isolée de f
dans €. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) la singularité z, est effagable pour f;

(b) la limite

lim f(2)

existe et est finie;
(c) la fonction f(z) est bornée pour z # zy voisin de z.

Démonstration. Reprenons les notations de la Définition 2.10.2.
(a) = (b). On a

et il s’ensuit que
lim f(z) = lim h(z) = h(z0).

zZ—>20 z2—>20

(b) = (c). C’est bien connu.
(¢) = (a). Comme f(z) est borné pour z # z, voisin de 2, il en est de méme de

i)

Il s’ensuit que H est borné pour |z — zg| grand. Le théoréme de Liouville montre alors
que H est constant sur C. Comme H(0) =0, on a H = 0, d’ou la conclusion. n

6. Cette fonction est tres utile par exemple en théorie de ’échantillonnage.
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2.12 Singularités isolées polaires

Le choix de la terminologie est justifié par le résultat suivant :

Proposition 2.12.1. Soit 2 un ouvert de C et soit zy une singularité isolée de f
dans ). Alors, la fonction f a un péle d’ordre p > 0 en z, si et seulement s’il existe
une fonction g holomorphe sur 2 qui ne s’annule pas en zy et pour laquelle

_9(?)
f(Z) - (Z— Zo)p

sur Q\ {z}. De plus, dans ce cas, le développement de Laurent de f en zy est donné

par
“+oo
Z b (2 — 29)™ 7P
m=0

ot b, est le coefficient de Taylor d’indice m de g en z.

Démonstration. Supposons d’abord que zg soit un pole d’ordre p de f. Par définition,
la série de Laurent de f(z) en zy est alors de la forme

—+00

Z (2 — 29)™
m=—p
avec a_, # 0. Il s'ensuit que (2 — 20)?f(z) posséde une singularité effagable en
2o et admet donc un prolongement holomorphe unique g(z) a Q. De plus, comme
g(z0) = a_p, il est clair que g(z) ne s’annule pas en zp. La conclusion résulte alors
de ce que )
g(z
f(z) = o=z
sur Q\ {2z}
Supposons maintenant qu’il existe une fonction g holomorphe sur €2 qui ne s’an-
nule pas en zy et pour laquelle

sur Q\ {z0}. Soit
“+o0
Z b (z — z0)™
m=0

le développement de Taylor de g(z) en zy. Vu nos hypotheéses, il est clair que by # 0
et que

F(2) = bz —2)™?
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sur 2\ {zo}. Le second membre de cette égalité est donc le développement de Laurent
de f(z) en zp. Il en résulte aussitot que zg est un podle d’ordre p de f(z) et que 'on
peut calculer la série de Laurent de f(z) en zp au moyen des coefficients de Taylor
de g(z) en procédant comme indiqué dans 1’énoncé. O

Exemple 2.12.2. La fonction

COS 2
zp

(p € No)
a un pole d’ordre p en 0 puisque cos(0) =1 # 0.
Remarque 2.12.3. Dans les conditions de la proposition précédente, il est clair

que la partie singuliére de f(z) en zy est donnée par

-1
b (2 — 29)™ 7P,
0

S

3
]

Cette partie singuliére peut donc s’obtenir a partir des termes d’indice m < p — 1
du développement de Taylor de g(z) en z.

Exemple 2.12.4. Calculons la partie singuliére de

f(2) = 1/(sin 2)°

en 0 en utilisant la méthode suggérée dans la remarque précédente. Comme
3 5
. z ? 5
sinzg =z— — 4+ — +o(z
6 * 120 o)

on voit que 0 est un pole d’ordre 5 de f(z) et que
22 2t

g(z) =1 - 5 T " ("))

pour z voisin de 0. Puisque
(1—2)°=1+5Z+152% + o(Z?)
pour Z voisin de 0, on a aussi
22 A 2 A7
=145|——— 15— —— 4
9(z) =1+ [6 120} * {6 120} +olz%)
5 3
=1+ 6Z2 + §z4 + o(z%)
pour z voisin de 0. Il s’ensuit que la partie singuliére cherchée est

5 3
-5, 2 -3, 9 -1
Z +6z +8z .
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Comme pour les singularités effagables, il est aussi possible de caractériser les
poles d’ordre p > 0 au moyen du comportement de f(z) lorsque z tend vers z, par
valeurs différentes :

Proposition 2.12.5. Soit 2 un ouvert de C et soit 2z, une singularité isolée de f
dans §) et soit p > 0. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) zy est un péle d’ordre p;
(b) la limite
lim (z — 29)?f(2)

zZ—>20
existe et appartient a Cy ;

(c) la fonction
(2 = 20)f(2)
est bornée pour z # zy voisin de zy et la fonction
(2 = 20" f(2)
n’est bornée sur aucun voisinage de zy privé de zy.

Démonstration. Il est clair que la fonction f a un pole d’ordre p en 2 si et seulement
si la fonction

(z = 20)"f(2)
a une singularité effacable en z, et si la fonction

(2= 20)"" " f(2)

a une singularité non-effacable en zy. La conclusion découle donc de la Proposi-
tion 2.11.3. ]

2.13 Singularités isolées d’ordre fini

Définition 2.13.1. Soit {2 un ouvert de C et soit zy une singularité isolée de f dans
(). Supposons que f ne soit identiquement nul sur aucun voisinage épointé de zy et
que zq soit une singularité effacable ou un péle de f. Dans ce cas, on dit que zy est
une singularité d’ordre fini de f et on définit 'ordre ord, (f) de f en zy en posant

Ordzo(f) =P

si zg est un pole d’ordre p > 0 de f,

Ordzo (f) =D



2 FONCTIONS HOLOMORPHES 40

si zg est une singularité effacable de f qui est un zéro de multiplicité p > 0 de la
partie réguliére de f en z; et
ord,,(f) =0

si zg est une singularité effagable de f qui n’est pas un zéro de de la partie réguliére
de f en zp.

Proposition 2.13.2. Soit zy une singularité isolée d’ordre fini de f et de g dans
louvert €. Alors zy est une singularité isolée d’ordre fini de fg et de f/g et on a

ord.o(fg) = ordx (f) +ords(g) et ord.(f/g) = ords(f) — ord,(g)-

Démonstration. Cela résulte directement de la conjonction de la Proposition 2.7.2
et de la Proposition 2.12.1. O

Exemples 2.13.3. (a) Considérons la fonction

COs 2

cotg z = ——.
sin z

Comme les zéros de sin z sont les complexes de la forme z = kn (k € Z) et comme
sin’(km) = cos(km) = (—1)"

il est clair que cotg z est holomorphe sur C\ (Z7) et que k7 est un pole d’ordre 1
de cotg z quelque soit k € Z. Calculons le développement de Laurent de cotg z en
z = 0. Un calcul direct montre que sur C\ (Zr) on a

zcotg z = ®(2iz) + iz
ou @ est la fonction considérée dans les Exemples 2.6.6. En effet,

2iz | cos z
: = . =z—.
ez — 1 ez — 1 sin z

oo

=Y e
m!

m=1

O (2iz) +iz =

Comme

pour z € D(0,27), on en tire que

e o 22nB*
z cotg 2 Z Wm (20)"2" +iz=1— Z (2n>"“z2”

m=1 n=1

si z € D(0,7) \ {0}. Il s’ensuit que
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sur D(0,7) \ {0}. Puisque
cotg(z + m) = cotg(z)

pour tout z € C\ (Zr), il résulte de ce qui préceéde que

cotgz = ———
& z—lm

22nB*
Z Z o k‘ﬂ')Qn_l

pour tout z € D(km, )\ {k7}.
(b) En procédant comme en (a), on voit aisément que

est holomorphe sur C\ (7/2 4 Zn) et que /2 + km est un podle simple de tgz pour
tout £ € Z. Comme

s
tg z = — cotg (z— §>

on tire de (a) que

t - + Eoo 22”3* /2 — k)"
z= (z—m/2 —km
& (z—=7/2—km) = (2n)!

pour tout z € D(mw/2 + km,7) \ {m/2 + kr}.

2.14 Singularités isolées essentielles

Le comportement de f(z) lorsque z approche une singularité essentielle est trés
différent de ce qui se passe pour les singularités effacables ou pour les péles. En
effet :

Proposition 2.14.1. Soit zy une singularité isolée de f. Alors,

(a) si zg est une singularité effagable, on a

lim f(z) € C;

2—720

(b) si zy est un pole d’ordre p > 0, on a

i f12) = oo
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(c) si zy est une singularité essentielle, alors pour tout wy € C, il existe une suite
(2m)m>1 de complexes distincts de zy telle que

Zm — 20, f(zm) — Wp-.

Démonstration. (a) et (b) sont des conséquences directes des résultats précédents.

(c) Si tout voisinage V' de zp contient z # 2y tel que f(z) = wy, il n’y a rien a
démontrer. Sinon, il existe un voisinage V' de 2y tel que f(z) — wy ne s’annule pas
sur V' \ {z}. La fonction f(z) — wp présente une singularité essentielle en zy. Il en
est donc de méme de la fonction

I
f(z) —wo

car sinon elle aurait une singularité d’ordre fini en z; et il en serait de méme de
f(2) — wyp. Cette fonction n’est donc bornée dans aucun voisinage épointé de zy et
il existe une suite (2,,)m>1 de complexes distincts de z telle que z,, — zy et pour

laquelle
1

f(2m) — wo

— 00.
Pour cette suite, on a
f(Zm) — Wy,

d’ou la conclusion. O

Exemple 2.14.2. La fonction

61/z

a une singularité essentielle en z = 0 puisque

‘oo _m
=3 S
m!

m=0

sur Cy. En particulier 'image d’un voisinage de co dans C par la fonction exponen-
tielle est dense dans C.

2.15 Théoréme des résidus

Définition 2.15.1. Soit 2 un ouvert de C contenant zy. Le résidu en zy d’une
fonction f holomorphe sur Q2 \ {2y} est le coefficient de

1

Z— 20
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dans le développement de Laurent de f en 2y ; on le note Res,, f. D’aprés la Propo-
sition 2.9.1, on a donc aussi

1
Res,, f = %/CT f(z) dz

si C, est un cercle de centre zg et de rayon r < d(z, C€).

Pour calculer les résidus, on dispose bien siir de tous les outils mis au point pour
le calcul des parties singuliéres d’une fonction holomorphe en une singularité isolée.
On dispose aussi de résultats plus spécifiques :

Proposition 2.15.2. Si 2, est un péle d’ordre p > 0 de f, on a

Res;, f = Zh—:;o ﬁ [(z = 20)P f(2)] "7V

Démonstration. Cela résulte de la Proposition 2.12.1. En effet, en gardant les nota-
tions introduites dans cette proposition, on a

(z = 20)"f(2) = g(2).

Il s’ensuit que
1

im ——[(z — 20)P f(2)]®7Y
i gy = o)

est le coefficient d’indice p—1 de la série de Taylor de g en zy ; d’ou la conclusion. [

Le cas particulier des poles simples est particuliérement facile & traiter.

Corollaire 2.15.3. Si zy est un péle simple de f, alors

Res,, f = Zli_rgo(z — 20)f(2).
#

En particulier, si
f=1
h

avec g et h holomorphes sur un voisinage de zy et si zy est un zéro de multiplicité
p > 0 de g et de multiplicité p + 1 de h alors

g(p)(zo)

Res., f = (p+ 1)h(p+1—)(20>-

Démonstration. C’est immédiat. OJ
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Exemples 2.15.4.
(a) Le résidu de

sin z

z
en 0 est sin0 = 0. Plus généralement, le résidu en une singularité effacable est
toujours nul.

(b) Le résidu de

cos z
z
en 0 est cos0 = 1.
(c) Le résidu de cotg z en km est
cos(km) .
cos(km)
(d) Le résidu de e'/# en 0 est 1.
(e) Soit n € N. Comme
F(z+n+1)

I(e) = 2(z4+1) ... (z+n—1)(z+n)

sur un voisinage de —n, il est clair que

, (1 1)
Jm 4n)lG) == +(1))...(—1) - n!> '

Il s’ensuit que —n est un pole simple de I'(z) et que

Res_, I'(z) = (_1)11‘

n!
L’intérét de la notion de résidu provient surtout du résultat suivant :

Proposition 2.15.5 (Théoréme des Résidus). Soit K un compact de C bordé par
une courbe orientée C' et soient z1,. .., z;, des points intérieurs a K. Soit {2 un ouvert
de C contenant K et f une fonction holomorphe sur Q\ {z,...,z.}. Alors

/ f(z)dz= QiWZReszl f.
¢ =1

Démonstration. Vu les hypothéses, on peut trouver une famille de disques fermés

D(z1,11),...,D(zp,7L)
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deux a deux disjoints et inclus dans K°. On montre alors aisément que
K\ [D(z1,m1) U~ U D(zr,71)]
est un compact de C bordé par la courbe orientée
CuCruU---uC;y

ou C,...,C sont les cercles bordant D(zy,71),...,D(zp, 1) orientés trigonomé-
triquement. Vu le théoréme de Cauchy, il s’ensuit que

/ f(z)dz=0
CUCT U--UCT

et par conséquent que

/f(Z)dzz f)ydz+-+ [ f(2)dz
c 1 Cr,

Or, z1,..., 2z étant des singularités isolées de f, on a
1 1
% o f(Z) dz = Reszl f, RN % o f(Z) dz = RGSZL f,
d’ou la conclusion. O

2.16 Calcul d’intégrales par résidus

La proposition précédente est & la base de nombreuses méthodes de calcul d’in-
tégrales. Nous allons en considérer quelques-unes. D’autres cas seront traités aux
répétitions.

Proposition 2.16.1 (Calcul des intégrales de type I). Soit D le disque de centre
0 et de rayon 1 et soient zg = 0 et z1,...,z; des points deux a deux distincts de

D. Supposons que f soit définie et continue sur D \ {z,...,z;} et holomorphe sur
D\ {zo,...,2;5}. Alors, on a

/9 - f(e") b = 21 [Res;, (f(2)/2) + -~ + Res., (f(2)/2)]

o—m
pour tout 6y € R.

Démonstration. Choisissons un rayon r € |0, 1] tel que

{z0,...,25} C D(0,r).
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En appliquant le théoréme des résidus a la fonction f(z)/z et au compact D(0,7),
on voit que

/ Mdz:%ﬂ{ReSZOM+~~+ReSZJM .
C(0,r) z :

z

Puisque

Oo+m i0
[T
C(0,r) 0

i0
z o—m T€

on en tire que
90+7T )
/ f(re”) df = 27 [Res., (f(2)/2) + -+ + Res., (f(2)/2)]
Oo—m
et la conclusion s’obtient en faisant tendre r vers 1-. OJ

Exemple 2.16.2. Appliquons la proposition précédente pour calculer

[:/Q”d_x
o a-+bcosx

lorsque a > b > 0 dans R. Dans ce cas la fonction f(z) est

1

z+1/z "
o+ bHE

On a donc
2z

(z) = (bz2 4 2az + b)
Or, b2 4+ 2az + b = 0 si et seulement si

—a ++va? — b?
2 )

La fonction f(z)/z a donc deux poles simples. Seul

_a_|_1/a2_b2

2y = b

est & 'intérieur du disque unité. Donc,

2 27
I = 27TReSz+<f(Z)/Z) - 27T26Z+ —+ 2a N \/m
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Proposition 2.16.3 (Calcul d’intégrales de type Ila). Soit H le demi-plan ouvert
{z:32z> 0}

et soient zq,...,zy des points deux a deux distincts de H. Supposons que f soit
défini et continu sur H \ {z1,...,2;} et holomorphe sur H \ {z,...,2;} et qu’il
existe un o > 1 pour lequel

f(z) = O(|z[)
si z — oo dans H. Alors f est intégrable sur R et

+o0o
() dov = 2im [Res,, f +--- 4+ Res,, f].
Démonstration. Notons Kg le demi-disque fermé de centre 0 et de rayon R > 0
situé dans le demi-plan H et Cg le demi-cercle correspondant.

P
+R %

Choisissons 7y > 0 suffisamment petit et Ry > 0 suffisamment grand pour que
{z1,...,2} C Kg+in

pour tout R supérieur a Ry et tout n > 0 inférieur a ny. En appliquant le théoréme
des résidus a f et & Kg + in pour R € | Ry, +oo| et n € ]0,1[, on voit que

/ f(z) dz+/ f(2) dz = 2im [Res,, f+---+ Res,, f].
[—=R+in,R+in)

Cr+in

En passant a la limite pour n — 0T, on en tire que

/R f(z) dz + f(z) dz = 2im [Res,, f +---+ Res,, f]. *)
-R Cr

Puisque
f(z) = O(=]™%)

si z — oo dans H, on a aussi
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pour x — oo dans R et il est clair que f est intégrable sur R et que

R 400
Rl_i)rﬂoo/_Rf(x) dr = N f(z) dz.

De plus, comme
f(z) dz = / f(Re")Rie™ db
Cr 0
il existe C' > 0 tel que

f(z) f=

Cr

< / CR™Rd) < CrR'™™
0
si R est suffisamment grand. Comme « > 1, il s’ensuit que

lim f(z)dz=0
Cr

R—0
et un passage a la limite pour R — +oo dans (*) permet de conclure. O]

Exemple 2.16.4. A titre d’exemple d’utilisation de la proposition précédente, cal-

culons
I / T dr
o (224 a?)

pour n € Ny, a > 0. Les poles de la fraction rationnelle

1
(22 + a2)n

sont +ia et chacun est d’ordre n. Ainsi,

- D)
2I=2z7rResm[ 1 }: 2 [M} .

(22 4+ a?)n (n —1)! =i (22 4+ a?)"
Or, ( 0
m = (2 +ia)
et
[(+ia)™] " = —n(=n = 1) (=n — (n— 1) + 1)(z + i)+,

Donc, . 1 , ,

21 = = 1)!(_1)71—1 ( +(22a)2n(1 )
“ s (2n — 2)!

] =

- (n—1)12 22n—1g2n—1"
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Nous allons maintenant montrer que 1'on peut relacher sensiblement les condi-
tions imposées a la fonction f dans la proposition 2.16.3 si on ne cherche plus a

calculer I'intégrale
+oo

f(z) dx

mais seulement la valeur principale de Cauchy de celle-ci.

Proposition 2.16.5. Soit f une fonction définie presque partout sur R. Supposons
qu’il existe des réels
T <<y

tels que f soit localement intégrable sur R\ {z1,...,x;} et pour lesquels la limite
Tr1—E€1 T2—E2
I= lim / f(z) dx +/ f(x) dx
(50;0;5077)_76)§%0’0) —1/eo z1t+e1
rj—¢€yg 1/50
—|—/ f(z) dx—l—/ f(z) dx
Trj-1t€s-1 Tyteg
existe et soit finie. Alors I est indépendant du choix des x1,...,%.

Démonstration. Si f est intégrable sur un voisinage d'un des z;, il est clair que I'on
peut omettre celui-ci sans changer la valeur de I. On peut donc se ramener au cas
ol les z; sont les réels en lesquels f n’est pas localement intégrable. Comme ces réels
sont canoniquement associés a f la conclusion en résulte. O]

Définition 2.16.6. Dans les conditions de la proposition précédente, on dit que [
est la valeur principale de Cauchy de
+oo

f(z) dx

et on pose
+00

V. Dp. f(x) dx =1.

Remarque 2.16.7. Si f est intégrable sur R il est clair que
+0o0 “+oo

V. p. f(z)de = f(z) dx

mais le membre de gauche peut avoir une valeur sans que le membre de droite en
ait une. Par exemple, si x; < --- < x; sont des réels et si les intégrales fléchées

—x1 —x2 —xy —+00

f(z) dz, f(z) dz,- -, f(z) dz, f(z) dx

——00 —x —Tj_1 —xg
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existent alors il en est de méme de

+0oo
V. ]p. f(z) dx

et cette valeur principale est la somme des intégrales fléchées considérées ci-dessus.

+ood
I:V.p./ _91:
oo T

Vu la définition précédente, on a

~€1 1/e0 dr
I = lim / — +/ -
(€0.1)=(0,0) J_1/ey T g T

€0>0,e1>0

Exemples 2.16.8.
(a) Calculons

1/e0

=l ]|, + Infal )

(50’51)_>(070)
€0>0,e1>0

(b) Calculons

Comme ) ) )
f( ) 1 T+ 1 wr—1
T) = = =—-——
r(x—1i) x(2?+1) = 22+1

admet ,
F(z)=iln|x| — %111(372 + 1) + arctgx

pour primitive sur Ry, on a

[ —= 1 F —E&1 F 1/60
(60761)1E>(0,0) <x>’*1/60 - (x)‘gl
€0>0,61>0

= li 2 arctg(1 — 9arct
(60,51)12(0,0) arctg(1/eo) arctg(e)
€0>0,e1>0

= T.

Proposition 2.16.9 (Valeurs principales d’intégrales de type IIb). Soit H le demi-

plan ouvert
{z € C:S3z >0},

soient x1 < --- < x; des réels et soient z1,...,zx des points deux a deux distincts
de H. Supposons que



2 FONCTIONS HOLOMORPHES o1

(a) f soit défini et continu sur H \ {xy,...,27, 21,..., 2K} ;
(b) f soit holomorphe sur H \ {z1,...,2k};

(c) la limite
\j = Zli_)rr%j(z —z;)f(2)
2€H
existe et soit finie;

(d) la limite
Moo = lim 2f(2)

2—>00

zeH

existe et soit finie.

Alors, on a

+oo
V. . f(x) dr =2im[Res,, f+ -+ Resy fl+im M+ 4+ Ay — Ao -

Démonstration. Notons K., . ., le compact représenté ci-dessous :

'I”a'
X
AN B
"\
W
N\
Etat s T
. ]
N | %
- > Ly e Ny - >
' ('VL ! !
= H o ' i s A/ >
¥< 2 N % | xs.ij %y -AJH‘J" Yo

Il est clair que

Kgo,al,...,eJM D) {217 ey ZK}

pour g9 > 0,61 > 0,...,e; > 0,7 > 0 suffisamment petits. En appliquant le théo-
réme des résidus a f(2) et Ky, -, €t en passant a la limite pour 7 — 07, on voit
que

T1—€1 1/50
/ f(x) da:—/ f(2) dz+---—|—/ f(z) d:v+/ f(z) dz
—1/e0 C(z1,e1) Tyteg C(0,1/20)
= 2im [Res,, f+ -+ 4+ Res., f].
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De plus, vu nos hypothéses et le lemme des petites encoches (voir ci-dessous) on a

lim f(z) dz =im);.

6j_>0+ C(.Zj,&‘j)

Comme le lemme des grandes encoches (voir ci-dessous) montre que

lim f(2) dz =imAs
c0—0% Jc(0,1/¢0)
on voit que

x1—€1 1/eo
lim / f(z) da:—i—---—!—/ f(x) dx

(‘507"'78J)—>(07"'70) —1
€0>0,...,e ;>0 /20 rItes

= 2im [Res,, f+ -+ Res,. fl+im[A+ -+ A5 — A
et la conclusion en résulte. O

Lemme 2.16.10 (Grandes encoches). Soit A un angle plein fermé de sommet z et
d’ouverture « et soit C'r 'arc de cercle de centre zy et de rayon R intercepté par A.

?2“

Supposons que f(z) soit continu dans A et que

lgréo(z —20)f(2) = A\

z€A

z

Alors,
lim f(2) dz = ia.
Cr

R—o

Démonstration. 1l existe 0 € R tel que

0+a
f(z)dz= f(zo + Re™)Rie" dt.
Cr 0
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Il s’ensuit que
O+« ) )
f(2) dz —iaX = / [f(z0 + Re™)iRe™ — iA] dt.
Cr 0

Or, sur Cg, on a z = 2y + Re' avec t entre 6 et § + « et par conséquent
(z — 20) f(2) = f(20 + Re™)Re™.

Par conséquent,

(2) dz — iaA
Cr

< sup |(z — 20) f(2) — M.

z2eCpr

La conclusion en résulte aussitot. O

Lemme 2.16.11 (Petites encoches). Plagons nous dans les mémes conditions que
dans le lemme des grandes encoches, mais supposons que f(z) soit continu dans A
et que

Jim (== 20)f(2) = A

z€A

Alors,
lim / f(2) dz = ila.
Cr

R—0

Démonstration. Il suffit de procéder comme pour le lemme des grandes encoches. [

Exemples 2.16.12. Vu ce qui précéde, il est clair que

oo da , 1 . 1 , 1
V. p. —— = 2irRes, | — | +i7 | lim — lim
oo Z(x—0) z2(z—c¢) 20z —c gixzroc
. - —1
= 2im— +im—
c c
o
c

si Se > 0, que
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si 8e < 0 et que

/+°O dx [ 1 1 1]
V. p. ——— =n | lim + lim — 4+ lim

— —0 — z—>cC Z—>00 —
w x(r—c) §20z—c gZ5r glpe—c

=0

si ¢ = 0 et ¢ # 0. Remarquons également que si ¢ = 0 alors

+00 dr ) &1 dx 1/e0 dx
V. p. —— = lim -t 2
> :C(l' - C) (€0,61)—(0,0) —1/e0 x €1 z

€0>0,e1>0
-1 —€1 1 1/e0
= lim — + —
(g0,61)—(0,0) T |_ r
€0>0,e1>0 1/60 &1
= +00.

Proposition 2.16.13 (Calcul d’intégrale de type Illa). Soit H le demi-plan ouvert
{z:32> 0}

et soient zq,...,zy des points deux a deux distincts de H. Supposons que f soit
défini et continu sur H \ {z1,...,2;} et holomorphe sur H \ {z,...,z;} et qu’il
existe un o > 1 pour lequel

f(z) = O(lz]"%)

si z — oo dans H. Alors

/+oo " f(z) dx = 2ir [Res,, (e*"f(2)) + -+ + Res., (e°°f(2))]

—00

pour tout & > 0.
Démonstration. Cela résulte directement de la Proposition 2.16.3 puisque
|ei§z‘ — efégz <1
si & et &z sont positifs ou nuls. O]

Exemple 2.16.14. Supposons que £ > 0 et que a > 0. Alors

+o0 ei{z ei{z
/ m dr = 2im {Resw m:|

[ee)
7§CL
e
= 2im—
2ia
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En prenant le conjugué des deux membres, on voit que 'on a aussi

+o0o —iéx
e T
— dx = —ef,
22 4 a? a

—00

1 T
+ = ) = L —[la
f$_>£ (x2+a2> ae

Proposition 2.16.15 (Valeurs principales d’intégrales de type IIIb). Soit H le
demi-plan ouvert

Il s’ensuit que

pour tout £ € R.

H={zeC:3z> 0},

soient x1 < --- < x; des réels et soient z1,...,zx des points deux a deux distincts
de H. Supposons que

(a) f soit défini et continu sur H \ {xy,..., 27, 21,..., 2K} ;
(b) f soit holomorphe sur H \ {z1,...,2K};

(c) la limite
A = lim (= — 2,)/(2)

2w
2€H
existe et soit finie;
(d) on ait
Jim f(2) = 0.
zeH
Alors

“+oo

V. p./ " f(z) dv = 2im [Res,, (6“7 f(2)) + - - - + Res, (" f(2))]
+ar [ei@“/\l +-+ eif““’)\ﬂ

si &> 0.

Démonstration. Il suffit de procéder comme pour la preuve de la Proposition 2.16.9
en remplagant le lemme des grandes encoches par le lemme de Jordan ci-dessous. [

Lemme 2.16.16 (Jordan). Soit A un angle plein fermé de sommet zy et d’ouverture
« inclus dans le demi-plan

{z:(a,(z — 2)) <0}.

Notons Cg larc de cercle de centre zy et de rayon R intercepté par A.
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iha

§3:<a,390%)

L

e
Supposons que f(z) soit continu sur A et que

im f(z)=0.
z€A

Alors,
lim e f(z) dz = 0.

R—o0 CR

Démonstration. Par translation et rotation, on se rameéne directement au cas ou
a=1& (£ >0), ot 29 =0 et ot 'angle A est situé¢ dans le demi-plan fermé

H=1{z:32z>0}.

Dans ce cas,

61 4 , '
/ e f(z) dz = / eiéRezef(Rew)Riew do
Cr

0o

avec [0y, 01] C [0, 7]. 11 s’ensuit que

/ e f(z)dz| <R {/W e~ $Hsind d@] sup |f(2)].
Cr 0

ZECR
T /2
/ e—fRsinede — 2/ 6—{Rsin9 do
0 0

Or
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et comme sin > %9 sur [0, 7/2], on voit que

™ ' w/2
/ e—{RsmH do < 2/ €—2§R0/7r do
0 0

o—26R0/m |™/2

<2 —F
- —2%R/7m

1 —e¢F
< g
=T R
T

{R

0

<

Ainsi

< g sup |f(2)|
zeCp

/C ) de

et la conclusion est immédiate.

Exemple 2.16.17.
(a) A titre d’exemple d’utilisation de la proposition précédente, calculons

T gsinéx
I= dx (a>0,A>0).
0

2+ a?
On a .
[ ==-3J
2\5
ou - ¢
xelm
J=v p./_ooxg_’_a2 dx

Or, d’apreés ce qui préceéde,

J = 2im Res;, (—
z

Donc,

(b) Calculons a présent I'intégrale fléchée

B T sinéx
I —/o dx (€ >0).

X

Bien stir, on a 21 = QJ si

J = V.p./ e = dx (£>0).
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La proposition précédente montre alors que

1
J =1im Resg —
z

et par conséquent que

I =—.
2
Proposition 2.16.18 (Valeurs principales d’intégrales de type IVa). Soit a un réel,
soient z, ..., zx des complexes deux & deux distincts de C \ [a, +00[ et soient x1 <
-+« < xy des réels de |a, +oo[. Supposons que f soit holomorphe sur C \ ([a, +oo[ U
{z1,...,2K}) et que

(i) les limites

Ao = lim (z—a)f(2) et A= lim z2f(2)
z¢[a,+oo[ z¢a,+oo[

existent et sont finies ;
(ii) les limites

A+ = lim (z — ;) f(2) et  A_ = lim (2 —z;)f(2)

z—rx; z—rx;
Jz>0 Jz<0
existent et sont finies pour tout j € {1,...,J};

(iii) les limites
fe(z) = lim f(x+in)

n—0%

existent uniformément en x sur tout compact de |a,+oo[ \ {z1,...,zs}.

Alors

V. D. /+Oo(f+($) — f-(z)) do = 2im [Res,, f + -+ + Res, f] +2in(A\y — A\o)
+im[( Ay M) + -+ (A +A00)]

Démonstration. Considérons une courbe C' du type
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ATy

avec R > 0 suffisamment grand et n > 0, ¢ > 0, ¢ > 0,...,e; > 0 suffisamment
petits pour que les zq, ..., zx se trouvent a l'intérieur du compact K délimité par
C'. Vu le théoréme des résidus, on a alors

/ f(z) dz = 2im [Res,, f + -+ Res,, f].
c

En passant a la limite pour  — 07 dans cette égalité et en utilisant (iii), on en tire
que

/ @) — @) da

+e

+ [ @) f@) de

1+e1

+---+/ fi(@) — f(0)] de

Jteg

= 2im [Res;, f+ -+ Res., f]

d
- R
+ /M(“El) f(z) dz+ /F(xl’sl) f(z) dz

e d
+ /C(Oﬂ)f(z) z

ou C(a,e) (resp. C(0, R)) est un cercle de centre a et de rayon ¢ (resp. de centre 0
et de rayon R) orienté trigonométriquement et ou I'y (x;, ;) et I'_(z;, ¢;) désignent
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les demi-cercles
{z:]z—z;] =¢;,32 >0} et {z:]z— ;| =¢;,32 <0}

orientés de la méme maniére. La conclusion résulte alors de (i) et (ii) et des lemmes
d’encoches. O

Pour tirer des applications intéressantes de la proposition précédente, il est utile
de disposer d’un logarithme holomorphe sur le complémentaire d’une demi-droite
quelconque partant de 1'origine. Si la demi-droite en question est de la forme {—re® :
r > 0} alors on vérifie aisément que la fonction

z—In (ze_wo) + 16y
est un logarithme du type requis.

Définition 2.16.19. Nous conviendrons de noter lng,(z) le logarithme considéré
ci-dessus.

Remarque 2.16.20. (a) Vu la définition précédente, il est clair que Ing(z) est le
logarithme principal que nous avons considéré jusqu’a présent.
(b) Pour 6, = 7, nous obtenons un logarithme holomorphe sur C \ [0, 400 et,
puisque
In,(2) =In(—2) + i,

il est clair que

lim In,(x+in) =Inz et que lim In,(x +in) =Inz + 27
77—)0+ n—0~

siz > 0.
Exemple 2.16.21. Appliquons le résultat précédent au cas ou

In, 2z

Fia @20

f(z) =

Vu le point (b) de la remarque précédente, il est clair que

Inx Inz + 2im
= x3—_+_a3 et que f_(ac) = m

fi ()

Il s’ensuit que

too 24w _
V. ]p. ———— dx = 2im [Res,,—ir/s [ + Res,inss f + Res_, f].
.’173 —|—CL3 ae ae

0
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Or, o |
Res,,—ins [ = 11;7;(226_2”/3) _ Ina ‘gaim/?)em'w/?)
Res, in/s [ = h;;(z‘;:;? _ lna;;ﬁiﬂ/ 3 o= 2im/3
Res_, f = ln%(a;a) _ C;C_; z'7r'
Donc

A7 27
= —sin | —

9a? 3
B 27v/3

9a2

D’autres applications de la Proposition 2.16.18 peuvent s’obtenir en généralisant
la puissance complexe principale comme on l'a fait pour le logarithme principal.

Définition 2.16.22. Pour tout 6y € R et tout ¢ € C, nous conviendrons de poser

(2)50 — eclngo z

Remarque 2.16.23. (a) Par construction, (2)§ est la fonction « puissance ¢ prin-

cipale »que nous avons considérée jusqu’a présent.
(b) Si 0y = m, alors la fonction

2 (2);

est holomorphe sur C \ [0, 4+00| et on a

lim (z+in); = a° et lim (x4 7)< = e*™ 2"

77—>0+ n—0—
pour tout =z > 0.
Exemple 2.16.24. Appliquons la Proposition 2.16.18 au cas ol

(2)7

f(z):? (a €10, 1).

Vu le point (b) de la remarque précédente, on a

fi(x) = et fo(z) ="
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Alinsi,

) +o0 xafl
(1 — 62”“) / 1 dr = 2im Res_; f.
0 T

Or
Res_; f = lim (2)%*

——1 '

puisque —1 est un pole simple de f. Il s’ensuit que

Res_; f _ eiw(a—l) _ _eimz
et que 4
/H’o 21 —2imwe'™ T
dr = — = — :
o =+1 1 —e?m  sin(ma)

Remarque 2.16.25. Rappelons que la fonction I' d’Euler est définie pour a > 0
par

+oo
[(a) = / e "u! du.
0

Il s’ensuit que

+oo +oo
Fa)'(1—a)= / e Myt du/ e v dv
0 0

si a € |0, 1]. Dans ce cas, on a aussi

[(@)'(1—a)= / e~ )y 1y~ dudy

10,400[Xx]0,+00[

et le changement de variables

{x:u/v(:){u:xy
y = v vo=1Y

montre que

[(@)'(1—a)= / e~ @Dy e dady
10,+00[x]0,400[

+oo ,.a—1
= / T dx
0 T + ].

En tenant compte de I'exemple précédent, on voit alors que

™

Fa)l'(1—a)=

sin(ma)
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pour tout a € ]0,1[. Vu le travail effectué dans les Exemples 2.7.7 et le principe
d’unicité du prolongement holomorphe, on a en fait établi que

P()P(1—2) = —

sin(mz)

pour tout z € C\ Z. Cette trés jolie formule est connue sous le nom de « formule

des compléments »pour la fonction I'. Elle montre en particulier que I'(z) n’a pas
de zéro sur C\ (—N).

2.17 Sommation de séries par résidus

Dans la section précédente, nous avons vu que le théoréme des résidus permettait
de calculer de nombreuses intégrales. Nous allons a présent montrer qu’il permet
aussi de sommer diverses séries.

Définition 2.17.1. Soit (¢;,)mez une suite bilatére de nombres complexes. Nous
dirons que la série bilatére correspondante

—+00

>

m=—0oQ

posséde une valeur principale si la limite

M
L = Mli>n-l|-oo Z Cm
m=—M
existe et est finie et nous poserons alors
+00
V. p. Z Cm = L
m=—00
Proposition 2.17.2. Soient zy, ..., z; des points deux a deux distincts de C \ Z
et soit f une fonction holomorphe sur C\ (ZU{z,...,z;}). Supposons qu’il existe

une suite (Ry)y>o de réels tels que M < Ry < M + 1 et pour laquelle

sup  |zf(2)] = 0
ZEC(O,R]M)

si M — 4+o00. Alors

+oo
V. D. Z Res,, f = —[Res,, f+---+ Res,, f].

m=—0o0
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Démonstration. Soit M > sup{|z1],...,|zs|}. En appliquant le théoréme des résidus
au disque D(0, Ry), on voit que

M
/ f(z) dz = 2im Z Res,, f + 2im[Res,, f + -+ + Res,, f].
C(0,Rpr)

m=—M

La conclusion résulte alors du fait que la majoration

/ f(2) d
C(0,Rpyr)

combinée avec nos hypothéses montre que

/ f(z)dz— 0
C(0,Rar)

si M — +o0. L]

<o s |2f(2)]
ZEC(U,R]\{)

Pour tirer des applications intéressantes du résultat précédent, il est utile d’in-
troduire d’abord la notion de facteur sommatoire.

Définition 2.17.3. Un facteur sommatoire pour la suite bilatére complexe (¢, )mez
est une fonction o(z) holomorphe sur C \ Z, qui posséde une poéle simple de résidu
¢m en chaque entier m et qui est bornée sur un ensemble de la forme

|J €0, Ru)

M>0
ou M < Ry < M —+1.
Cela étant, la proposition précédente admet le corollaire suivant :

Corollaire 2.17.4. Soit o un facteur sommatoire pour la suite bilatére complexe

(Cm)mez, soient z1, ..., z; des points deux a deux distincts de C \ Z et soit f une
fonction holomorphe sur C\ {zy,...,z,} telle que

li =0.

Jim 2f(2) =0
Alors

V. p. Z cmf(m) = —[Res,, (of) +---+ Res,, (o f)]

m=—0Q
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Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition précédente a la fonction o f et de
remarquer que l'on a

Res,, (o f) = cmf(m)

puisque

lim (z —m)o(z)f(z) = (Res,, o) f(m).

z—m

Exemple 2.17.5. La fonction
o(z) = meotgmz

est un facteur sommatoire pour la suite bilatére (1),,cz. En effet, on sait déja que la
fonction o(z) est holomorphe sur C \ Z et que chaque m € Z en est un pole simple
de résidu 1. De plus, on a

T COSTZ ey +e
o(a)] = [TERTE | ¢ £oFE
sinz le™ — e=7y|
si 2z =x + 1y car
eiﬂz + 677:71‘2: elmz ef’L'TI‘Z
cosTz = , sinmz = :
2 21
Comme
e™ e ™
lim 7w =T,

on voit que

pour tout Y > 0. La fonction o(z) étant continue sur le compact

11 1
33| XY D)
elle y est bornée. Il s’ensuit que
sup |o(2)] < +o0.
z€[-1,3]xR\D(0,3)
Comme o(z + 1) = 0(z), on a donc
sup lo(2)| < +oo.

2€C\Upez D(m,1/4)
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Il s’ensuit que o(z) est borné sur

U C(0,M + %);
M>0
d’ou la conclusion.
Exemple 2.17.6. Calculons a présent
=1
Sor = mZ:lW (k € Ny).

En appliquant la Proposition 2.17.2 a la fonction

T cotg Tz
22k 7
on voit que
o Tcotgmz
V. Dp. Res,, | ——— | = 0.
p Z m ( 2k )

Il s’ensuit que

1 7 cotg wz =1
Z W‘FRGSQ(—Z% )_{_ZW:O

m=—00 m=1
et que
g 1 R T cotg mz
2%k = T €30 2k )¢
Comme .
1 o0 22nB*
cotgz = — — S
z (2n)!
n=1
on a donc

2k px* 2k—1,2k
12%B; o, 2%lx

5% = 3 o " (2k)!

Br.

2.18 Extrema du module des fonctions holomorphes

Proposition 2.18.1 (Propriété de la moyenne). Soit f une fonction holomorphe
sur un ouvert § de C et soit zy € 2. Si R < d(z,0Q), alors

2w
f(z0) = %/0 f(z0 + Re™) dt.

En d’autres termes, la valeur de f en zy est la moyenne des valeurs de f sur le cercle
de centre z; et de rayon R.
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Démonstration. Cela découle immédiatement de la formule de représentation de
Cauchy. ]

Proposition 2.18.2. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe ) de
C. Supposons que | f| posséde un maximum en un point zy de §2. Alors, f est constant
sur ).

Démonstration. Si |f(zp)| = 0 alors f est identiquement nul sur €2 et la conclusion
est immeédiate. Sinon, il suffit de montrer que |f| est constant sur {2 car alors f ne
s’annule pas sur 2 et f = |f|?/f est aussi holomorphe sur €. Posons

M =sup|f(2)] et F={ze€Q:|f(z)] = M}.

zeQ

et supposons que M > 0. Par construction, F' est un fermé non vide de €2. Pour
achever la démonstration, il suffit de montrer qu’il est aussi ouvert. Soit z; € F' et
soit C' un cercle de centre z; et de rayon r > 0 inclus dans 2. Supposons qu’il existe
29 € C tel que

|f (22)] < M.

Soit § € R tel que z = 2, + re. Il existe alors € > 0 tel que
|f(z + e @) < M

sit € [—¢,¢]. On a alors

1 g .
M = |f(z1)] < 7 |f(z1 + ret )| dt
1 —€ . € .
<5 </ |f(z1 + 7‘6’(9+t))| dt + |f (21 + Te’(9+t))| dt
m -7 —e

b [ 15 e at)

1
< 2—(M(—s+7r)+2aM+(7r—a)M) < M,
™

d’ott une contradiction. Il s’ensuit que C' C F'. Comme r peut étre choisi arbitraire-
ment dans }0, d(z1,0Q) [, on a en fait montré que

D(Zl, d(Zl, EQ)) C F.
La conclusion en résulte. O

Corollaire 2.18.3. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe ) de C.
Supposons que | f| posséde un minimum non nul en un point zy de ). Alors, f est
constant sur 2.
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Démonstration. Il suffit d’utiliser le résultat précédent pour 1/f. O

Proposition 2.18.4 (Principe du maximum du module). Soit Q2 un ouvert connexe
borné de C et soit f une fonction holomorphe sur §) et continue sur §). Alors,

sup | f| = sup | f].
Q Q

Démonstration. Comme |f| est continu sur 2, on sait qu’il existe zy € Q tel que

|f(20)| = sup | f].
Q

Si z € Q, il 0’y a rien & démontrer. Si zy € Q, il résulte de la Proposition 2.18.2 que
f est constant sur € et par conséquent sur €. Il s’ensuit que

[F(2)] = [f(20)]

sur © et comme € # ), la conclusion en résulte. O]

A titre d’exemple d’utilisation de ce résultat, démontrons le résultat suivant :

Lemme 2.18.5 (Schwarz). Soit f: D(0,1) — D(0,1) une application holomorphe
telle que f(0) = 0 et soit zo € D(0,1) \ {0}. Alors, on a

(i) [ (0)] <1;
(ii) |f(z0)| < |2o]-

De plus, (i) (resp. (ii)) devient une égalité si et seulement si f est une rotation de
centre 0.

Démonstration. Comme f(0) = 0, la fonction

f(2)/z:D(0,1)\ {0} = C

posséde une unique extension holomorphe g(z) a D(0, 1). Pour tout R < 1, le prin-
cipe du maximum du module montre que

1
sup |g(z)] = sup Ig(2>|S}—%'
2€D(0,R) z€C(0,R)

On en tire que
l9(z)| < 1/R
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pour tout z € D(0, R). En faisant tendre R vers 1 par valeurs inférieures on voit en
fait que
l9(z)| <1

pour tout z € D(0,1). Comme

fz)
T siz€ D(0,1)\ {0}
f(0) siz=0

on en déduit aussitot que |f(zo0)| < |z0] et que |f'(0)] < 1. Ainsi (i) et (ii) sont
établis.

Supposons a présent que (i) ou (ii) soit une égalité. Vu ce qui précéde la fonction
lg| atteint alors sa valeur maximum 1 en un point de D(0,1) et le principe du
maximum du module entraine que g(z) est constant sur D(0,1). Il s’ensuit que

Fz) = ez
avec ¢ € C tel que |c¢| = 1 et la conclusion en résulte. O

Corollaire 2.18.6. Les seules bijections biholomorphes de D(0,1) sur D(0,1) lais-
sant 'origine fixe sont les rotations de centre 0.

Démonstration. Soit f : D(0,1) — D(0,1) une bijection biholomorphe telle que
f(0) = 0. Vu le lemme précédent, on a

IF(2)] <2

pour tout z € D(0, 1). Pour la méme raison on a aussi

[f ()] < Izl

pour tout z € D(0, 1). Il s’ensuit que

[f(2)] = |2

sur D(0,1) et le lemme précédent montre que

f(z) =cz

avec ¢ € C tel que |¢| = 1. O
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