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1 Systèmes d’équations de classe Ck (k ≥ 1)

1.1 Introduction

Notre but principal dans ce chapitre est l’étude des systèmes d’équations du type
f1(x1, . . . , xn) = 0

...
fm(x1, . . . , xn) = 0

où f1, . . . , fm sont des fonctions réelles de classe Ck (k ≥ 1) sur un ouvert Ω de
Rn. Le cas d’une équation à une inconnue ayant déjà été traité dans d’autres cours,
nous commencerons par discuter le cas d’une équation à deux inconnues puis nous
étendrons les résultats obtenus au cas général.

1.2 Étude d’une équation à deux inconnues

Pour nous faire une idée du problème, considérons d’abord quelques exemples
(a) Posons

f(x, y) = x2 − y

pour tout (x, y) ∈ R2. Dans ce cas,

{(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0} = {(x, x2) : x ∈ R}

peut se représenter par :

x2
- y � 0
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(b) Posons
f(x, y) = x2 − y3.

Dans ce cas,
{(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0} = {(x, 3

√
x2) : x ∈ R}

1
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est le graphe de la fonction
x 7→ 3

√
x2

et peut se représenter par :
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(c) Posons
f(x, y) = x− y2

pour tout (x, y) ∈ R2. Dans ce cas,

{(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0} = {(y2, y) : y ∈ R}

et peut se représenter par :

x - y2
� 0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0
y



1 SYSTÈMES D’ÉQUATIONS DE CLASSE CK (K ≥ 1) 3

(d) Posons
f(x, y) = x2 − y2

pour tout (x, y) ∈ R2. Dans ce cas,

{(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0} = {(x, x) : x ∈ R} ∪ {(x,−x) : x ∈ R}

et peut se représenter par :
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(e) Posons
f(x, y) = x2 + y2

pour tout (x, y) ∈ R2. Dans ce cas,

{(x, y) : f(x, y) = 0} = {(0, 0)}

et peut se représenter par :
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x2
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(f) Posons

f(x, y) = α(x, y) =

{
e−1/(1−x2−y2) si x2 + y2 < 1

0 sinon.

Dans ce cas,

{(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0} = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≥ 1}

et peut se représenter par :



1 SYSTÈMES D’ÉQUATIONS DE CLASSE CK (K ≥ 1) 5

ΑHx, yL � 0
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(g) Posons

f(x, y) = β(x, y) =

0 si (x, y) = (0, 0)

α

(
x

x2 + y2
,

y

x2 + y2

)
sinon.

Dans ce cas,

{(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0} = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}

et peut se représenter par :
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ΒHx, yL � 0
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Ces quelques exemples montrent que l’ensemble des solutions d’une équation du
type

f(x, y) = 0

peut prendre des formes très variées même lorsque f est de classe C∞ sur R2. On ne
peut donc espérer en général un résultat aussi simple que pour les équations affines
puisque dans ce cas,

f(x, y) = ax+ by − c

et
{(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0}

est toujours une droite affine de R2 lorsque f n’est pas constant. Cependant, puisque
f admet une approximation affine en chacun des points de son domaine de différen-
tiabilité Ω, il est naturel d’espérer que l’étude locale de

{(x, y) ∈ Ω : f(x, y) = 0}

au voisinage d’un point (x0, y0) ∈ Ω pour lequel d(x0,y0)f 6= 0 soit assez facile. Cela
s’avère être réellement le cas comme le montre le résultat suivant :

Proposition 1.2.1. Soit f une fonction de classe C1 sur un ouvert Ω de R2 et soit
(x0, y0) un point de Ω tel que f(x0, y0) = 0. Supposons que

∂f

∂y
(x0, y0) 6= 0.
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Alors il existe un voisinage produit U × V de (x0, y0) dans Ω sur lequel

∂f

∂y

ne s’annule pas et pour lequel il existe une unique fonction ϕ : U −→ V telle que

{(x, y) ∈ U × V : f(x, y) = 0} = {(x, ϕ(x)) : x ∈ U}.

De plus, ϕ est de classe C1 sur U et on a

ϕ′(x) = −∂f
∂x

(x, ϕ(x))/
∂f

∂y
(x, ϕ(x))

pour tout x ∈ U .

Démonstration. Quitte à remplacer f par −f , nous pouvons supposer que

∂f

∂y
(x0, y0) > 0.

Puisque
∂f

∂y

est continu sur Ω, il existe η0 > 0 et ε0 > 0 pour lesquels

[x0 − η0, x0 + η0]× [y0 − ε0, y0 + ε0]

est une partie de Ω sur laquelle
∂f

∂y
> 0.

Il en résulte que f(x, y) est strictement croissant en y pour tout x ∈ [x0 − η0, x0 + η0].
Comme f(x0, y0) = 0, on en tire que

f(x0, y0 − ε0) < 0 et que f(x0, y0 + ε0) > 0.

En utilisant la continuité de f(x, y0− ε0) et f(x, y0 + ε0) en x, on voit que, quitte à
diminuer η0, on peut supposer que

f(x0, y0 − ε0) < 0 et que f(x0, y0 + ε0) > 0

pour tout x ∈ ]x0 − η0, x0 + η0[. En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires,
on voit alors aisément que l’équation

f(x, y) = 0
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possède une et une seule solution y dans ]y0 − ε0, y0 + ε0[ pour tout x fixé dans
]x0 − η0, x0 + η0[. Il s’ensuit qu’il existe une unique fonction

ϕ : ]x0 − η0, x0 + η0[ −→ ]y0 − ε0, y0 + ε0[

pour laquelle

{(x, y) ∈ ]x0 − η0, x0 + η0[× ]y0 − ε0, y0 + ε0[ : f(x, y) = 0}

= {(x, ϕ(x)) : x ∈ ]x0 − η0, x0 + η0[}

et la première partie du résultat est établie.
Montrons maintenant que ϕ est continu sur ]x0 − η0, x0 + η0[. Pour cela, fixons

x1 ∈ ]x0 − η0, x0 + η0[ et posons y1 = ϕ(x1). Fixons également ε1 > 0 tel que

[y1 − ε1, y1 + ε1] ⊂ [y0 − ε0, y0 + ε0] .

En remplaçant x0 par x1 et ε0 par ε1 dans le raisonnement précédent, on voit direc-
tement qu’il existe η1 > 0 tel que

]x1 − η1, x1 + η1[ ⊂ ]x0 − η0, x0 + η0[ .

et pour lequel
ϕ(]x1 − η1, x1 + η1[) ⊂ ]y1 − ε1, y1 + ε1[ .

Cela suffit pour établir la continuité de ϕ en x1.
Pour établir que ϕ est dérivable sur ]x0 − η0, x0 + η0[, fixons de nouveau x1 ∈

]x0 − η0, x0 + η0[ et posons de nouveau y1 = ϕ(x1). Comme f est de classe C1 sur
Ω, le théorème des accroissements finis nous dit que pour tout (x, y) suffisamment
voisin de (x1, y1), il existe θ ∈ ]0, 1[ tel que

f(x, y) = f(x1, y1) + (x− x1)
∂f

∂x
(x1 + θ(x− x1), y1 + θ(y − y1))

+ (y − y1)
∂f

∂y
(x1 + θ(x− x1), y1 + θ(y − y1)).

On en tire que pour x suffisamment voisin de x1, il existe θ ∈ ]0, 1[ tel que

0 = (x− x1)
∂f

∂x
(x1 + θ(x− x1), ϕ(x1) + θ(ϕ(x)− ϕ(x1)))

+ (ϕ(x)− ϕ(x1))
∂f

∂y
(x1 + θ(x− x1), ϕ(x1) + θ(ϕ(x)− ϕ(x1))).
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Ainsi,

ϕ(x)− ϕ(x1)

x− x1

=
−∂f
∂x

(x1 + θ(x− x1), ϕ(x1) + θ(ϕ(x)− ϕ(x1)))

∂f

∂y
(x1 + θ(x− x1), ϕ(x1) + θ(ϕ(x)− ϕ(x1)))

.

Comme ϕ(x) −→ ϕ(x1) si x −→ x1, on en tire que

ϕ′(x1) =
−∂f
∂x

(x1, ϕ(x1))

∂f

∂y
(x1, ϕ(x1))

.

Pour conclure, il suffit alors de tenir compte de la continuité des fonctions

∂f

∂x
,

∂f

∂y
et ϕ

et du fait que
∂f

∂y

ne s’annule pas sur ]x0 − η0, x0 + η0[× ]y0 − ε0, y0 + ε0[.

Exemple 1.2.2. Considérons le mouvement d’une planète autour du soleil et négli-
geons les interactions des autres planètes. L’orbite est alors une ellipse d’excentricité
e ∈ [0, 1[. La mécanique céleste nous apprend de plus que le mouvement de notre
planète est régi par l’équation de Kepler

E − e sinE = M.

Rappelons que dans cette relation, M désigne l’anomalie moyenne donnée par la
formule

M =
2π(t− t0)

T

où t0 est le temps de passage au périhélie et où T est la période du mouvement pla-
nétaire encore appelée année tropique. Quant à la grandeur E, il s’agit de l’anomalie
excentrique dont la définition est clarifiée par la figure ci-dessous :
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P

Q

O
F

E v

Fixons e ∈ ]−1, 1[ et M ∈ R. Puisque

∂(E − e sinE)

∂E
= 1− e cosE > 0

il est clair que la fonction
E 7→ E − e sinE

est strictement croissante sur R. De plus, comme la fonction sinus varie dans [−1, 1],
on a aussi

lim
E−→±∞(E − e sinE) = ±∞.

Il s’ensuit qu’il existe un et un seul E(e,M) tel que

E(e,M)− e sinE(e,M) = M.

Étudions à présent la dépendance de E(e,M) en e. Fixons donc M ∈ R et considé-
rons la fonction

e 7→ E(e,M).

Vu ce qui précède, cette fonction est définie implicitement par l’équation

E − e sinE −M = 0

et comme la dérivée partielle par rapport à E de cette équation est toujours non
nulle, on peut déduire de la proposition précédente que E(e,M) est de classe C1 en
e sur ]−1, 1[ et que

∂E(e,M)

∂e
=

sinE(e,M)

1− e cosE(e,M)
.
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Il s’ensuit que E(e,M) est en fait de classe C2 en e sur ]−1, 1[ et que

∂2E

∂e2
=

(1− cosE cosE
∂E

∂e
− sinE(− cosE + e sinE

∂E

∂e
)

(1− e cosE)2
.

En continuant de la sorte, on voit aisément que E(e,M) est de classe C∞ en e sur
]−1, 1[ et on obtient des relations permettant de calculer

∂kE(e,M)

∂ek

à partir de

E(e,M),
∂E(e,M)

∂e
, · · · , ∂k−1E(e,M)

∂ek−1
.

En particulier, on peut obtenir le développement de Taylor de E(e,M) en 0. Par
exemple, en prenant e = 0 dans les formules ci-dessus on voit que

E(0,M) = M

∂E

∂e
(0,M) = sinM

∂2E

∂e2
(0,M) = sin 2M.

Ainsi,

E(e,M) = M + e sinM +
e2

2
sin 2M + o(e2)

pour M ∈ R fixé et e −→ 0.
Pour terminer, on trouvera, ci-dessous, les graphes de la fonction M 7→ E(e,M)

pour quelques valeurs de e.
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1.3 Étude d’un système d’équations indépendantes à plusieurs incon-
nues

Le résultat obtenu ci-dessus pour une équation à deux inconnues peut se géné-
raliser au cas de plusieurs équations à plusieurs inconnues. Il prend alors la forme
suivante :

Proposition 1.3.1 (Théorème des fonctions implicites). Soient p, q ∈ N0 et soit
Ω un ouvert de Rp+q. Écrivons les points de Ω sous la forme (x, y) avec x ∈ Rp et
y ∈ Rq et notons (x0, y0) l’un d’entre eux. Supposons que

f : Ω −→ Rq

sont de classe C1 et que

det

(
∂f

∂y

)
6= 0

en (x0, y0). Alors il existe un voisinage produit ouvert U × V de (x0, y0) dans Ω sur
lequel

det

(
∂f

∂y

)
ne s’annule pas et pour lequel il existe une unique application

ϕ : U −→ V

telle que
{(x, y) ∈ U × V : f(x, y) = 0} = {(x, ϕ(x)) : x ∈ U}.

De plus, cette application ϕ est de classe C1 sur U et

∂ϕ

∂x
(x) = −

[
∂f

∂y
(x, ϕ(x))

]−1 [
∂f

∂x
(x, ϕ(x))

]
pour tout x ∈ U .

Démonstration. Posons

g(x, y) = y − ∂f

∂y
(x0, y0)

−1f(x, y)

pour tout (x, y) ∈ Ω. Vu la définition de g, il est clair que l’on a

f(x, y) = 0

pour un (x, y) ∈ Ω si et seulement si

y = g(x, y)
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i.e. si et seulement si y est un point fixe de l’application

y 7→ g(x, y).

Comme on espère qu’une solution de

f(x, y) = 0

pour x fixé voisin de x0 sera voisine de y0, il est naturel d’espérer qu’une telle solution
sera la limite de la suite définie par la relation de récurrence

yn+1 = g(x, yn).

Pour établir que les choses se passent bien ainsi, remarquons d’abord que g(x, y) est
de classe C1 et que puisque

∂g

∂y
(x, y) = I −

[
∂f

∂y
(x0, y0)

]−1
∂f

∂y
(x, y)

on a aussi
∂g

∂y
(x0, y0) = 0.

Cela étant, pour tout µ ∈ ]0, 1[, il existe ε0 > 0 et η0 > 0 tels que∥∥∥∥∂g∂y
∥∥∥∥ ≤ µ

sur B(x0, η0)×B(y0, ε0). De la relation

g(x, y2)− g(x, y1) =

∫ 1

0

∂g

∂y
(x, y1 + t(y2 − y1))(y2 − y1) dt

on tire alors que
|g(x, y2)− g(x, y1)| ≤ µ|y2 − y1| (*)

pour tout x ∈ B(x0, η0) et tout y1, y2 ∈ B(y0, ε0). Puisque g est continu sur Ω et
que g(x0, y0) = y0, quitte à diminuer η0 on peut aussi supposer que

g(x, y0) ∈ B(y0, (1− µ)ε0)

pour tout x ∈ B(x0, η0). De la relation

g(x, y)− g(x0, y0) = g(x, y)− g(x, y0) + g(x, y0)− g(x0, y0)

on tire que
|g(x, y)− y0| ≤ µ|y − y0|+ (1− µ)ε0 ≤ ε0
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si x ∈ B(x0, η0) et y ∈ B(y0, ε0). Il s’ensuit que l’application

y 7→ g(x, y)

est une application strictement contractante de B(y0, ε0) dans B(y0, ε0) pour tout x
fixé dans B(x0, η0). Pour tout x fixé dans B(x0, η0), la suite définie par la relation
de récurrence

ym+1 = g(x, ym) (m ≥ 0)

converge donc bien vers l’unique point fixe de l’application

y 7→ g(x, y)

dans B(y0, ε0). Notons ϕ(x) ce point fixe. Par construction, il est clair que

ϕ
(
B(x0, η0)

)
⊂ B(y0, ε0)

et que f(x, y) = 0 pour un x ∈ B(x0, η0) et un y ∈ B(y0, ε0) si et seulement si
y = ϕ(x). De plus, les fonctions

ϕm : B(x0, η0) −→ B(y0, ε0)

définies par la relation de récurrence

ϕm+1(x) = g(x, ϕm(x))

et la condition initiale
ϕ0(x) = y0

converge simplement vers ϕ(x) sur B(x0, η0). Vu (*), on a même

|ϕm+1(x)− ϕ(x)| = |g(x, ϕm(x))− g(x, ϕ(x))| ≤ µ|ϕm(x)− ϕ(x)|

pour tout x ∈ B(x0, η0), ce qui entraîne que

sup
x∈B(x0,η0)

|ϕm(x)− ϕ(x)| ≤ µmε0

et montre que ϕm −→ ϕ uniformément sur B(x0, η0). Comme les fonctions ϕm sont
clairement continues sur B(x0, η0), il en découle qu’il en est de même de la fonction
ϕ. Pour tout ε ∈ ]0, ε0[ il existe donc η ∈ ]0, η0[ tel que ϕ(B(x0, η)) ⊂ B(y0, ε) et la
première partie du résultat est établie.
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Montrons maintenant que ϕ est de classe C1 sur B(x0, η). Pour cela, remarquons
d’abord que pour (x, y) fixé dans Ω on a

f(x+ h, y + k) = f(x, y) +
∂f

∂x
(x, y)h+

∂f

∂y
(x, y)k + o(|h|+ |k|)

si (h, k) −→ (0, 0). Pour x ∈ B(x0, η), y = ϕ(x) et k = ϕ(x+h)−ϕ(x), cette relation
montre que pour x fixé dans B(x0, y0), on a

ϕ(x+ h)− ϕ(x)− T (x, y)h = o(|h|+ |ϕ(x+ h)− ϕ(x)|)

si h −→ 0 où

T (x, y) = −
[
∂f

∂y
(x, y)

]−1 [
∂f

∂x
(x, y)

]
.

Pour tout C ∈ ]0, 1[, il existe donc δ > 0 tel que ]x− δ, x+ δ[ ⊂ B(x0, η0) et pour
lequel

|ϕ(x+ h)− ϕ(x)− T (x, y)h| ≤ C(|h|+ |ϕ(x+ h)− ϕ(x)|)

si |h| < δ. Il s’ensuit que

|ϕ(x+ h)− ϕ(x)| ≤ (C +D)|h|+ C|ϕ(x+ h)− ϕ(x)|

si |h| < δ et si D = ‖T (x, y)‖. On en tire que

|ϕ(x+ h)− ϕ(x)| ≤ C +D

1− C
|h|

si |h| < δ et par conséquent que

|ϕ(x+ h)− ϕ(x)− T (x, y)h| ≤ C

(
1 +

C +D

1− C

)
|h| ≤ C

1 +D

1− C
|h|

si |h| ≤ δ. Comme

lim
C−→0+

C
1 +D

1− C
= 0,

cela montre que
ϕ(x+ h) = ϕ(x) + T (x, y)h+ o(h).

On en tire que ϕ est dérivable en x et que

∂ϕ

∂x
= T (x, y).

La conclusion en résulte aussitôt puisque f ∈ C1(Ω), que ϕ ∈ C0(B(x0, η0)) et que

{(x, ϕ(x)) : x ∈ B(x0, η0)} ⊂ B(x0, η0)×B(y0, ε0) ⊂ Ω.
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Définition 1.3.2. Soit Ω un ouvert de Rn, soit x0 ∈ Ω et soient f1, . . . , fp des
fonctions réelles de classe Ck (k ≥ 1) sur Ω. Nous dirons que les fonctions f1, . . . , fp
sont différentiellement indépendantes en x0 si les vecteurs(

∂f1

∂x1

, . . . ,
∂f1

∂xn

)
, . . . ,

(
∂fp
∂x1

, . . . ,
∂fp
∂xn

)
sont linéairement indépendants en x0 ou ce qui revient au même si la jacobienne

∂(f1, . . . , fp)

∂(x1, . . . , xn)

est de rang p.

Proposition 1.3.3. Soient f1, . . . , fp des fonctions réelles de classe Ck (k ≥ 1)
sur un ouvert Ω de Rn et soit x0 ∈ Ω. Supposons que les fonctions f1, . . . , fp sont
différentiellement indépendantes en x0. Alors il existe une permutation µ ∈ Sn et
des réels ε1 > 0, . . . , εn > 0 tels que

B(x01, ε1)×B(x0n, εn) ⊂ Ω

et des fonctions de classe Ck

ϕ1 : B(x0µp+1 , εµp+1)× · · · ×B(x0µn , εµn) −→ B(x0µ1 , εµ1)

...
ϕp : B(x0µp+1 , εµp+1)× · · · ×B(x0µn , εµn) −→ B(x0µp , εµp)

pour lesquelles le système 
f1(x1, . . . , xn) = 0

...
fp(x1, . . . , xn) = 0

(*)

est équivalent sur B(x01, ε1)×B(x0n, εn) au système
xµ1 = ϕ1(xµp+1 , . . . , xµn)

...
xµp = ϕp(xµp+1 , . . . , xµn)

En d’autres termes, il est possible de paramètrer localement les solutions du système
(*) par (n− p) coordonnées bien choisies.
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Démonstration. Il suffit de choisir µ pour que

det
∂(f1, . . . , fp)

∂(xµ1 . . . xµp)

diffère de 0 en x0 et d’utiliser la Proposition 1.3.1.

Exemples 1.3.4.
(a) Soit

f(x, y, z) = z2 + zy + (y2 + 1)x+ x5.

Il est clair que
f(0, 0, 0) = 0

et que
∂f

∂x
= y2 + 1 + 5x4,

∂f

∂y
= z + 2yx,

∂f

∂z
= 2z + y.

Il s’ensuit que
∂f

∂(x, y, z)
= (1, 0, 0)

en (0, 0, 0) et il est donc possible de paramètrer les solutions de l’équation

z2 + zy + (y2 + 1)x+ x5 = 0

voisines de (0, 0, 0) par les coordonnées y et z.

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

-0.5

0.0



1 SYSTÈMES D’ÉQUATIONS DE CLASSE CK (K ≥ 1) 19

(b) Soit

f(x, y, z) = tg(xz)− y
g(x, y, z) = x2 + y2 − z

Il est clair que
f(0, 0, 0) = g(0, 0, 0) = 0

et que

∂(f, g)

∂(x, y, z)
=

 z

cos2(xz)
−1

x

cos2(xz)
2x 2y −1

 .

Pour (x, y, z) = (0, 0, 0), cette matrice devient la matrice(
0 −1 0

0 0 −1

)
Il s’ensuit que f et g sont différentiellement indépendantes en (0, 0, 0) et qu’il est
possible de paramètrer les solutions du système{

tg(xz) = y

x2 + y2 = z

voisines de (0, 0, 0) par la coordonnée x.

-0.5

0.0

0.5

x

-0.1
0.0

0.1

y

0.0

0.1

0.2

z

1.4 Théorème d’inversion locale

Proposition 1.4.1. Soit Ω un ouvert de Rn et soit f une fonction de classe Ck
(k ≥ 1) sur Ω à valeurs dans Rn. Supposons que le déterminant jacobien

det

(
∂f

∂x

)
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ne s’annule pas en x0 ∈ Ω. Alors il existe un voisinage ouvert U de x0 dans Ω dont
l’image par f est ouverte et pour lequel

f : U −→ f(U)

est une bijection dont l’inverse

f−1 : f(U) −→ U

est de classe Ck. De plus, la matrice jacobienne de f−1 en y = f(x) (x ∈ U) est
l’inverse de la matrice jacobienne de f en x. En d’autres termes, on a(

∂f−1

∂y

)
(y) =

(
∂f

∂x

)−1

(f−1(y))

sur l’ouvert V = f(U).

Démonstration. Posons
F (x, y) = f(x)− y

pour x ∈ Ω et y ∈ Rn et y0 = f(x0). Vu nos hypothèses, il est clair que F est de
classe Ck sur Ω× Rn, que F (x0, y0) = 0 et que

∂F

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂x
(x0).

Il résulte de la Proposition 1.3.1 qu’il existe un voisinage ouvert U0 de x0 dans Ω,
un voisinage ouvert V0 de y0 dans Rn et une application Φ : V0 −→ U0 de classe Ck
telle que

{(x, y) ∈ U0 × V0 : F (x, y) = 0} = {Φ(y), y) : y ∈ V0}.

De plus, on sait aussi que

∂Φ

∂y
= −

(
∂F

∂x

)−1

(Φ(y), y)

(
∂F

∂y

)
(Φ(y), y)

pour tout y ∈ V0. Il s’ensuit que pour tout y ∈ V0 fixé, Φ(y) est la seule solution de
l’équation

f(x) = y

dans U0. On en tire que f ◦ Φ = id sur V0 et que

Φ ◦ f = id

sur U0 ∩ f−1(V0) et cela montre que

f : U0 ∩ f−1(V0) −→ V0
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est une bijection dont l’inverse est donné par

Φ : V0 −→ U0 ∩ f−1(V0).

Pour conclure, il suffit alors de tenir compte du fait que

∂F

∂x
=
∂f

∂x
,

∂F

∂y
= −I

sur Ω× Rn.

1.5 Inversion locale de l’exponentielle matricielle

A titre d’exemple, montrons comment appliquer le théorème précédent à l’expo-
nentielle matricielle

exp : Cn
n −→ Cn

n

définie par la formule

exp(A) =
+∞∑
m=0

Am

m!
.

Donnons d’abord un résultat montrant que cette formule a un sens.

Proposition 1.5.1. Soit
∞∑
m=0

amz
m

une série de puissances naturelles de rayon de convergence R et soit ‖·‖ une norme
matricielle associée à une norme vectorielle | · | sur Cn. Alors la série matricielle

∞∑
m=0

amA
m

converge uniformément sur tout compact de l’ouvert

Ω = {A ∈ Cn
n : ‖A‖ < R}

de Cn
n.

Démonstration. Soit K un compact de Ω. Comme ‖·‖ est continu sur K, on a

sup
A∈K
‖A‖ = ρ < R.

Cela étant, la théorie des séries de puissances montre que
∞∑
m=0

|am|ρm



1 SYSTÈMES D’ÉQUATIONS DE CLASSE CK (K ≥ 1) 22

converge. La conclusion résulte alors du critère de Cauchy puisque l’on a∥∥∥∥∥
q∑

m=p

amA
m

∥∥∥∥∥ ≤
q∑

m=p

|am| ‖A‖m ≤
q∑

m=p

|am|ρm

si A ∈ K.

Plus généralement, ce résultat permet de donner un sens à f(A) lorsque f est
une fonction holomorphe sur un voisinage de 0 dans C et que A est une matrice
voisine de 0 dans Cn

n.

Définition 1.5.2. Soit f une fonction holomorphe sur le disque ouvert D(0, R). Vu
le théorème de Taylor, on sait que

f(z) =
∞∑
m=0

f (m)(0)

m!
zm

pour tout z ∈ D(0, R). Cela étant, nous poserons

f(A) =
∞∑
m=0

f (m)(0)

m!
Am

pour tout A ∈ Cn
n tel que ‖A‖ < R.

Si nous voulons appliquer la Proposition 1.4.1 à l’exponentielle matricielle, notre
premier travail consiste à vérifier que cette application est au moins de classe C1.
En fait, on dispose du résultat général suivant :

Proposition 1.5.3. Soit f une fonction holomorphe surD(0, R). Alors l’application

f : A 7→ f(A)

est de classe C1 sur Ω = {A ∈ Cn
n : ‖A‖ < R} et on a

∂f

∂H
(A) =

∞∑
m=1

am

(
m−1∑
k=0

AkHAm−1−k

)

pour tout A ∈ Ω et tout H ∈ Cn
n.

Démonstration. Soit A ∈ Ω et soit H ∈ Cn
n et soit ε > 0 tel que ‖A‖+ ε ‖H‖ = ρ <

R. Alors, pour tout t ∈ ]−ε, ε[, on a ‖A+ tH‖ < R et

f(A+ tH) =
∞∑
m=0

am(A+ tH)m.



1 SYSTÈMES D’ÉQUATIONS DE CLASSE CK (K ≥ 1) 23

De plus, la fonction
t 7→ (A+ tH)m

est clairement de classe C1 sur ]−ε, ε[ et on a

∂(A+ tH)m

∂t
=

m−1∑
k=0

(A+ tH)kH(A+ tH)m−1−k

si |t| < ε. On en tire que∥∥∥∥∥
q∑

m=p

am
∂(A+ tH)m

∂t

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
q∑

m=p

am

m−1∑
k=0

(A+ tH)kH(A+ th)m−1−k

∥∥∥∥∥
≤

q∑
m=p

m|am| ‖A+ tH‖m−1 ‖H‖

≤
q∑

m=p

m|am|ρm−1 ‖H‖ .

Comme

f ′(z) =
∞∑
m=1

mamz
m−1

sur D(0, R), on sait que
∞∑
m=1

m|am|ρm−1

converge. Le critère de Cauchy montre alors que

∞∑
m=0

am
∂(A+ tH)m

∂t

converge uniformément en t sur ]−ε, ε[. La conclusion résulte alors du théorème de
dérivation des séries.

Remarque 1.5.4. Plaçons-nous dans les conditions de la proposition précédente
mais supposons de plus que les matrices A et H commutent. Alors, un calcul direct
montre que

∂f

∂H
(A) =

∞∑
m=1

mamA
m−1H = f ′(A)H.

On ne peut malheureusement pas espérer un résultat aussi simple lorsque A et H
ne commutent pas.
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En appliquant le résultat précédent à l’exponentielle matricielle, on voit de suite
que

exp : Cn
n −→ Cn

n

est de classe C1 et que

∂ exp

∂H
(A) =

∞∑
m=1

1

m!

m−1∑
k=0

AkHAm−1−k

pour tout A ∈ Cn
n et tout H ∈ Cn

n. Cela montre en particulier que
∂ exp

∂H
(0) = H.

La matrice jacobienne de exp en 0 est donc inversible et la Proposition 1.4.1 montre
qu’il existe un voisinage U de 0 dans Cn

n et un voisinage V de I = exp(0) dans Cn
n

tels que V = exp(U) et pour lesquels

exp : U −→ V

est un difféomorphisme. Essayons de déterminer

exp−1 : V −→ U.

Lorsque n = 1, il est clair que

exp−1(z) = ln(z)

sur un voisinage de 1 de C. Puisque

ln(z) =
∞∑
m=1

(−1)m−1 (z − 1)m

m

si |z − 1| < 1, il est naturel d’espérer que

exp−1 : V −→ U

soit égal à

lnA :=
∞∑
m=1

(−1)m−1 (A− I)m

m

sur un voisinage de I dans Cn
n. Pour vérifier que c’est bien le cas, il suffit de remarquer

que
∞∑
m=1

(−1)m−1 (A− I)m

m
= l(A− I)

où l est la fonction holomorphe

z 7→ ln(1 + z)

restreinte à D(0, 1) et d’utiliser le résultat suivant :
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Proposition 1.5.5. Soient R et S des réels strictement positifs et soient

f(z) =
∞∑
m=1

amz
m et g(z) =

∞∑
m=1

bmz
m

des fonctions holomorphes respectivement sur D(0, R) et D(0, S) s’annulant en 0.
Posons

cm =
∑

k≥1,l1≥1,...,lk≥1
l1+···+lk=m

bkal1 . . . alk

pour tout m ≥ 1. Alors

h(z) =
∞∑
m=1

cmz
m

est holomorphe sur D(0, T ) si

T = sup{τ > 0 : τ < R,
∞∑
m=1

|am|τm < S}

et coïncide avec g ◦ f sur cet ensemble. De plus, on a

g(f(A)) = h(A)

pour tout A ∈ Cn
n tel que ‖A‖ < T .

Démonstration. Soit τ ∈ ]0, R[ tel que
∞∑
m=1

|am|τm < S

et soit z ∈ D(0, τ). Considérons la famille de nombres complexes(
bkal1z

l1 . . . alkz
lk
)
(k,l)∈I

où
I = {(k, l) : k ∈ N0, l ∈ Nk

0}.
Posons

Ik = {(k, l) : l ∈ Nk
0}

pour tout k ∈ N0. Puisque I est l’union disjointe des Ik avec k ∈ N0 et que
∞∑
k=1

∞∑
l1=1

· · ·
∞∑
lk=1

|bkal1zl1 . . . alkzlk | ≤
∞∑
k=1

|bk|

(
∞∑
l1=1

|al1||z|l1
)
· · ·

(
∞∑
lk=1

|alk ||z|lk
)

≤
∞∑
k=1

|bk|

(
∞∑
l=1

|al|τ l
)k
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si |z| ≤ τ , on voit que la famille considérée plus haut est absolument sommable si
|z| ≤ τ . Posons

Jm = {(k, l) : k ∈ N0, l ∈ Nk
0, l1 + · · ·+ lk = m}.

Par construction, il est clair que Jm est fini pour tout m ∈ N0 et que I est l’union
disjointe de Jm avec m ∈ N0. Vu ce qui précède, on en tire que

∞∑
k=1

bk

(
∞∑
l=1

alz
l

)k

=
∑

(k,l)∈I

bkal1z
l1 . . . alkz

lk

=
∞∑
m=1

∑
(k,l)∈Jm

bkal1 . . . alkz
m

=
∞∑
m=1

cmz
m

si |z| ≤ τ . En raisonnant de même avec z remplacé par A et |z| remplacé par ‖A‖,
on voit aussi que

∞∑
k=1

bk

(
∞∑
l=1

alA
l

)k

=
∞∑
m=1

cmA
m

pour tout A ∈ Cn
n tel que ‖A‖ ≤ τ . La conclusion est alors immédiate.

En fait, dans le cas où g(z) = exp(z) et f(z) = l(z), on a R = 1 et S = +∞ et
le résultat précédent montre que

exp(lnA) = A

pour tout A ∈ Cn
n tel que ‖A− I‖ < 1. De même, dans le cas où g(z) = l(z) et

f(z) = exp(z)− 1, on a R = +∞, S = 1 et on tire que

ln(exp(A)) = A

si A ∈ Cn
n est tel que ‖A‖ < T où

T = sup{τ > 0 :
∞∑
m=1

τm

m!
< 1}

= sup{τ > 0 : eτ − 1 < 1}
= ln 2.

Cela étant, si nous posons

U = {A ∈ Cn
n : ‖A‖ < ln 2}
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et
V = {A ∈ Cn

n : ‖A− I‖ < 1, ‖lnA‖ < ln 2}

il est alors clair que exp(U) ⊂ V , que ln(V ) ⊂ U et que

exp : U −→ V

et
ln : V −→ U

sont des difféomorphismes inverses l’un de l’autre. Dans le cas où n = 1, les ouverts
U et V sont faciles à visualiser.

U

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

V

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.6 Théorème du rang constant

Proposition 1.6.1. Soit Ω un ouvert de Rn et soit f : Ω −→ Rm une application de
classe Ck (k ≥ 1). Supposons que

rg

(
∂f

∂x

)
= p

sur un voisinage de x0 ∈ Ω. Alors, il existe un voisinage U0 de x0 dans Ω, un voisinage
V0 de y0 = f(x0) dans Rm, des voisinages Ũ1 = Ṽ1, Ũ2, Ṽ2 de 0 respectivement dans
Rp, Rn−p, Rm−p et des difféomorphismes

ϕ : U0 −→ Ũ1 × Ũ2, ψ : V0 −→ Ṽ1 × Ṽ2

tels que
(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(x̃1, x̃2) = (x̃1, 0)

sur Ũ1 × Ũ2.
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Démonstration. Identifions Rn à Rp×Rn−p et notons (x1, x2) l’image de x ∈ Rn par
cette identification. De même, identifions Rm à Rp×Rm−p et notons (y1, y2) l’image
de y ∈ Rm par cette identification. Quitte à composer f avec des translations et des
permutations, nous pouvons supposer que x0 et y0 sont respectivement les origines
de Rn et Rm et que

det
∂f1

∂x1

(0) 6= 0.

Considérons alors l’application ϕ définie sur Ω en posant

ϕ(x1, x2) = (f1(x1, x2), x2).

Par construction,

∂ϕ

∂(x1, x2)
=

∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

0 In−p

 .

Vu ce qui précède, on a donc

det
∂ϕ

∂(x1, x2)
6= 0

et le théorème de la fonction inverse montre qu’il existe un voisinage U0 de x0 dans
Ω dont l’image par ϕ est un voisinage ouvert de 0 dans Rn et pour lequel

ϕ : U0 −→ ϕ(U0)

est un difféomorphisme de classe Ck. Quitte à restreindre U0, on peut même supposer
que ϕ(U0) = Ũ1 × Ũ2 où Ũ1 et Ũ2 sont des voisinages de 0 respectivement dans Rp

et Rn−p. Posons
g(x̃1, x̃2) = (f ◦ ϕ−1)(x̃1, x̃2).

Par construction, on a
g1(x̃1, x̃2) = x̃1

et
∂g

∂(x̃1, x̃2)
=

 Ip 0
∂g2

∂x̃1

∂g2

∂x̃2

 .

Comme
rg

∂g

∂(x̃1, x̃2)
= p

sur un voisinage de (0, 0), on en tire

∂g2

∂x̃2
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est nul sur un voisinage de (0, 0). Quitte à restreindre Ũ1 et Ũ2 on peut donc supposer
que

g2(x̃1, x̃2) = h(x̃1)

où h : Ũ1 −→ Rm−p est de classe Ck. Posons alors

ψ(y1, y2) = (y1, y2 − h(y1))

pour tout y1 ∈ Ũ1 et tout y2 ∈ Rm−p. On a clairement

(ỹ1, ỹ2) = ψ(y1, y2)

si et seulement si
y1 = ỹ1, y2 = ỹ2 + h(ỹ1).

En d’autres termes,
ψ : Ũ1 × Rm−p −→ Ũ1 × Rm−p

est un difféomorphisme. Pour conclure, il suffit alors de poser Ṽ1 = Ũ1, Ṽ2 = Rm−p

et de constater que

(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(x̃1, x̃2) = (ψ ◦ g)(x̃1, x̃2)

= (g1(x̃1, x̃2), g2(x̃1, x̃2)− h(x̃1))

= (x̃1, 0)

si (x̃1, x̃2) ∈ Ũ1 × Ũ2.

1.7 Lemme de Morse

Soit f une fonction réelle de classe Ck sur un ouvert Ω de Rn. Les résultats
obtenus dans les sections précédentes clarifient de manière très satisfaisante la nature
de l’ensemble S des solutions de l’équation

f(x) = 0

dans Ω près d’un x0 ∈ S tel que
∂f

∂x
(x0) 6= 0.

Cependant, ces résultats ne nous donnent d’information dans le cas où
∂f

∂x
(x0) = 0

que si f est identiquement nul sur un voisinage de x0.
A titre d’exemple de ce qui peut se passer dans les autres cas, nous allons à

présent établir un résultat intéressant dû à M. Morse et qui a de nombreuses appli-
cations en topologie différentielle.
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Proposition 1.7.1. Soit f une fonction réelle de classe Ck (k ≥ 3) sur un ouvert Ω

de Rn et soit x0 ∈ Ω. Supposons que f s’annule avec toutes ses dérivées en x0 mais
que la matrice hessienne de f en x0 soit une matrice symétrique non singulière de
signature (p,m). Alors il existe un voisinage U0 de x0 dans Ω, un voisinage V0 de
0 dans Rn et un difféomorphisme ϕ : V0 −→ U0 de classe Ck−2 tel que ϕ(x0) = 0 et
pour lequel

(f ◦ ϕ)(y) = y2
1 + · · ·+ y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

p+m

pour tout y ∈ V0.

Démonstration. Remarquons d’abord que si

ϕ : V0 −→ U0

est un difféomorphisme entre un voisinage de y0 ∈ Rn et un voisinage de x0 = ϕ(y0)

dans Ω, alors on a
∂(f ◦ ϕ)

∂yk
=

n∑
s=1

∂f

∂xs
◦ ϕ∂ϕs

∂yk

et
∂2(f ◦ ϕ)

∂yj∂yk
=

n∑
r=1

n∑
s=1

∂2f

∂xr∂xs
◦ ϕ∂ϕr

∂yj

∂ϕs
∂yk

+
n∑
s=1

∂f

∂xs
◦ ϕ ∂ϕs

∂yj∂yk

Comme les dérivées premières de f s’annulent en x0, on en tire que

Grady0(f ◦ ϕ) = 0

et que

Hessy0(f ◦ ϕ) =
∂̃ϕ

∂y
(y0) Hessx0 f

∂ϕ

∂y
(y0).

Cela étant, la théorie de la réduction des formes quadratiques réelles (voir Appen-
dice) nous montre que, quitte à composer f avec un changement de variable affine,
on peut supposer que x0 = 0 et que

1

2
Hessx0 f =

(
Ip
−Im

)
.

Dans ces conditions, posons ε = d(0, {Ω) et considérons x ∈ B(0, ε). En appliquant
la formule de Taylor limitée avec reste intégral à

t 7→ f(tx)

pour t ∈ [0, 1], on voit que

f(tx)|t=1 = f(tx)|t=0 +
∂f(tx)

∂t

∣∣∣∣
t=0

+

∫ 1

0

(1− t)∂
2f(tx)

∂t2
dt
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et par conséquent que

f(x) =

∫ 1

0

(1− t) 〈(Hesstx f)x, x〉 dt.

Posons

S(x) =

∫ 1

0

(1− t) Hesstx f dt

pour tout x ∈ B(0, ε). Par construction, la loi

x 7→ S(x)

définit bien sûr une application Ck−2 de B(0, ε) dans le sous-espace vectoriel de Rn
n

formé par les matrices symétriques. De plus, on a

S(0) = 2 Hess0 f =

(
Ip
−Im

)
et

f(x) = 〈S(x)x, x〉
pour tout x ∈ B(0, ε). Grâce au Lemme ci-après, on trouve alors une application

x 7→ R(x)

de classe Ck−2 sur B(0, ε) et à valeurs dans le sous-espace vectoriel de Rn
n formé

par les matrices triangulaires supérieures pour laquelle on a R(0) = I et S(x) =

R̃(x)S(0)R(x) pour tout x ∈ B(0, ε). Posons

ψ(x) = R(x)x

pour tout x ∈ D(0, ε). Par construction ψ est de classe Ck−2 sur B(0, ε) et on a

∂ψj
∂xk

=
n∑
l=1

∂Rjl(x)

∂xk
xl +Rjl(x)

∂xl
∂xk

sur B(0, ε). Cela montre en particulier que

∂ψ

∂x
(0) = I

et que ψ établit un difféomorphisme de classe Ck−2 entre un voisinage U0 de 0 dans
B(0, ε) et un voisinage V0 de 0 dans Rn. De plus, comme on a

f(x) = 〈S(x)x, x〉

=
〈
R̃(x)S(0)R(x)x, x

〉
= 〈S(0)R(x)x,R(x)x〉
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pour tout x ∈ B(0, ε), il est clair que

(f ◦ ψ−1)(y) = y2
1 + · · ·+ y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

p+m

sur V0. Pour conclure, il suffit donc de poser ϕ = ψ−1.

Lemme 1.7.2. Soit D une matrice diagonale réelle et non singulière. Alors la loi

R 7→ R̃DR

induit un difféomorphisme de classe C∞ entre un voisinage de I dans le sous-espace
vectoriel T de Rn

n formé par les matrices triangulaires supérieures et un voisinage de
D dans le sous-espace vectoriel S de Rn

n formé par les matrices symétriques.

Démonstration. Notons
σ : T −→ S

l’application considérée dans l’énoncé. Vu sa définition, il est clair que σ est de classe
C∞. De plus, si H ∈ T , on a

∂σ

∂H
(I) =

∂

∂t

[
(I + tH̃)D(I + tH)

]
t=0

= H̃D +DH.

Il s’ensuit que
∂σ

∂H
(I) = 0

si et seulement si la matrice DH est antisymétrique. Comme cette matrice est aussi
triangulaire supérieure, cela ne peut arriver que si DH = 0 c’est-à-dire si H =

0. Ce raisonnement montre que la différentielle de σ en I est injective. Comme
dimS = dimT , cette différentielle est aussi surjective et on peut donc conclure par
le théorème d’inversion locale.



2 Systèmes différentiels normaux du premier ordre

2.1 Théorèmes d’existence et d’unicité dans le cas général

Définition 2.1.1. Dans la suite, nous appellerons système normal d’équations dif-
férentielles ordinaires du premier ordre un système du type

x′(t) = f(t, x(t))

où f : Ω −→ Rn est une application continue dont le domaine Ω est un ouvert de
R × Rn. Nous appellerons solution de ce système sur un intervalle ouvert I de R
une application ϕ : I −→ Rn de classe C1 telle que

(a) (t, ϕ(t)) ∈ Ω,

(b) ϕ′(t) = f(t, ϕ(t))

pour tout t ∈ I.

Plutôt que de chercher à décrire directement toutes les solutions d’un système
normal du premier ordre donné, il s’avère plus simple de commencer par étudier
celles qui vérifient une condition initiale du type

ϕ(t0) = x0

pour un (t0, x0) ∈ Ω fixé (i.e. d’étudier les problèmes de Cauchy associés).
Une première étape importante pour résoudre un tel problème consiste à remar-

quer qu’il admet la formulation intégrale suivante :

Proposition 2.1.2. Soit f : Ω −→ Rn une application continue sur un ouvert Ω de
R×Rn, soit (t0, x0) ∈ Ω et soit ϕ : I −→ Rn une application continue sur un intervalle
ouvert I de R contenant t0 telle que (t, ϕ(t)) ∈ Ω pour tout t ∈ I. Alors, pour que
ϕ soit une solution du système

x′ = f(x, t)

passant par x0 en t0, il faut et il suffit que

ϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ

pour tout t ∈ I.

Démonstration. Si ϕ est une solution du système

x′ = f(t, x)

1
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alors ϕ est de classe C1 sur I et on a

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t))

pour tout t ∈ I. Il s’ensuit que

ϕ(t)− ϕ(t0) =

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ.

Si de plus ϕ(t0) = x0, on en tire directement que

ϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ

pour tout t ∈ I.
Réciproquement, si

ϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ

pour tout t ∈ I, il résulte de la continuité de

f(t, ϕ(t))

sur I que ϕ(t) est de classe C1 sur I et que

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t))

pour tout t ∈ I. Comme on a bien sûr aussi ϕ(t0) = x0, le résultat est établi.

L’équation intégrale rencontrée dans le résultat précédent est en fait une équation
de «point» fixe pour l’opérateur

ϕ 7→ x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ

défini sur l’ensemble des applications continues ϕ : I −→ Rn telles que

(t, ϕ(t)) ∈ Ω

pour tout t ∈ I. On est donc conduit assez naturellement à essayer de la résoudre
en adaptant le théorème du point fixe usuel :

Lemme 2.1.3. Soit B(x0, R) une boule ouverte de Rn, soit I un intervalle ouvert
de R contenant t0 et soit

f : I ×B(x0, R) −→ Rn

une application continue. Supposons qu’il existe L > 0 et M > 0 et θ > 0 tels que
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(a) |f(t, y)− f(t, x)| ≤ L|y − x|,

(b) |f(t, x)| ≤M ,

(c) |t− t0| ≤ θ,

si (t, x) et (t, y) ∈ I ×B(x0, R). Supposons également que

θ < inf(R/M, 1/L).

Alors, il existe une et une seule application continue

ϕ : I −→ B(x0, R)

telle que

ϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ

pour tout t ∈ I.

Démonstration. Posons

T (ϕ)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ

pour tout ϕ ∈ C0(I;B(x0, R)) et tout t ∈ I. Par construction, il est clair que
l’application

T (ϕ) : I −→ Rn

est de classe C1. De plus, comme

T (ϕ)(t)− x0 =

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ,

il résulte de (b) que
|T (ϕ)(t)− x0| ≤Mθ < R

pour tout t ∈ I. Il s’ensuit que

T (C0(I;B(x0, R))) ⊂ C0(I;B(x0,Mθ)) ⊂ C0(I;B(x0, R)).

En particulier T est une transformation de C0(I;B(x0, R)) et tout revient à montrer
que cette transformation possède un unique «point» fixe.

Soient ϕ, ψ deux applications continues de I dans B(x0, R). Vu la définition de
T , il est clair que

T (ψ)(t)− T (ϕ)(t) =

∫ t

t0

[f(τ, ψ(τ))− f(τ, ϕ(τ))] dτ
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pour tout t ∈ I. Vu (a), il s’ensuit que

|T (ψ)(t)− T (ϕ)(t)| ≤ L

∫ t

t0

|ψ(τ)− ϕ(τ)| dτ

≤ Lθ sup
τ∈I
|ψ(τ)− ϕ(τ)|

pour tout t ∈ I. Si on convient de noter ‖·‖I la norme uniforme sur I, cette relation
peut se réécrire sous la forme

‖T (ψ)− T (ϕ)‖I ≤ Lθ ‖ψ − ϕ‖I .

Comme Lθ < 1 vu (c), cela montre que l’application

T : C0(I;B(x0, R)) −→ C0(I;B(x0, R))

est contractante pour la distance uniforme sur I.
Notons ϕ0 l’application constante de I dans B(x0, R) définie en posant

ϕ0(t) = x0

pour tout t ∈ I et construisons de proche en proche les ϕm ∈ C0(I;B(x0, R)) en
posant

ϕm+1 = T (ϕm)

pour tout m ≥ 0. Par construction, on a

‖ϕm+1 − ϕm‖I = ‖T (ϕm)− T (ϕm−1)‖I ≤ Lθ ‖ϕm − ϕm−1‖I

pour tout m ≥ 1. Il s’ensuit que

‖ϕm+1 − ϕm‖I ≤ (Lθ)m ‖ϕ1 − ϕ0‖I

pour tout m ≥ 0. Si q > p ≥ 0, on tire alors de la relation

ϕq − ϕp =

q−1∑
m=p

(ϕm+1 − ϕm)

que

‖ϕq − ϕp‖I ≤
q−1∑
m=p

(Lθ)m ‖ϕ1 − ϕ0‖I .

La suite ϕm est donc uniformément de Cauchy sur I. Elle converge donc uniformé-
ment sur I vers un ϕ ∈ C0(I; Rn). Comme

|ϕm+1(t)− x0| = |T (ϕm)(t)− x0| ≤Mθ
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pour tout t ∈ I et tout m ≥ 0, un passage à la limite montre que

ϕ(I) ⊂ B(x0,Mθ) ⊂ B(x0, R).

Cela étant, la relation

‖ϕm+1 − T (ϕ)‖I = ‖T (ϕm)− T (ϕ)‖I ≤ Lθ ‖ϕm − ϕ‖I

a lieu pour tout m ≥ 0. Un passage à la limite dans cette relation montre alors que

T (ϕ) = ϕ

et que T possède un «point» fixe dans C0(I;B(x0, R)).
Pour conclure, il suffit alors de remarquer que si ψ est un autre «point» fixe de

T dans C0(I;B(x0, R)) alors la relation

‖ψ − ϕ‖I = ‖T (ψ)− T (ϕ)‖I ≤ Lθ ‖ψ − ϕ‖I

montre que ψ = ϕ sur I puisque sinon on en tirerait que

1 ≤ Lθ

en contradiction avec (c).

La condition (a) du lemme précédent est due à Lipschitz. Comme des conditions
de ce type vont revenir souvent dans la suite, nous allons adopter la définition
suivante :

Définition 2.1.4. Soit D une partie de Rn1×Rn2 , soit f : D −→ Rn une application.
Pour tout L > 0, on dit que f(x1, x2) est L-lipschitzienne par rapport à x2 sur D si

|f(x1, y2)− f(x1, x2)| ≤ L|y2 − x2|

pour tous (x1, x2), (x1, y2) ∈ D.
Lorsque la condition précédente est satisfaite pour au moins un L > 0, on dit

simplement que f(x1, x2) est lipschitzienne par rapport à x2 sur D.
Enfin, lorsque tout point de D possède un voisinage sur lequel f(x1, x2) est

lipschitzienne par rapport à x2, on dit que f est localement lipschitzienne par rapport
à x2 sur D.

Proposition 2.1.5. Soit Ω un ouvert de Rn1 × Rn2 et soit f une fonction définie
sur Ω. Supposons que

Ωx1 = {x2 ∈ Rn2 : (x1, x2) ∈ Ω}
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soit convexe pour tout x1 ∈ Rn, que f(x1, x2) soit continûment dérivable par rapport
à x2 sur Ωx1 pour tout x1 ∈ Rn1 et que∥∥∥∥ ∂f∂x2

∥∥∥∥ ≤ L

sur Ω. Alors f est L-lipschitzienne par rapport à x2 sur Ω.

Démonstration. Supposons que (x1, x2) et (x1, y2) ∈ Ω. Comme Ωx1 est convexe, le
segment [(x1, x2), (x1, y2)] est inclus dans Ω et la fonction

t 7→ f(x1, x2 + t(y2 − x2))

est continûment dérivable sur [0, 1]. De plus, comme

∂f(x1, x2 + t(y2 − x2))

∂t
=

∂f

∂x2

(x1, x2 + t(y2 − x2))(y2 − x2)

on a aussi

f(x1, y2)− f(x1, x2) =

∫ 1

0

∂f

∂x2

(x1, x2 + t(y2 − x2))(y2 − x2) dt.

Il s’ensuit que

|f(x1, y2)− f(x1, x2)| =
∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂f∂x2

(x1, x2 + t(y2 − x2))(y2 − x2)

∣∣∣∣ dt
≤
∫ 1

0

∥∥∥∥ ∂f∂x2

(x1, x2 + t(y2 − x2))

∥∥∥∥ |y2 − x2| dt

≤ L|y2 − x2|

d’où la conclusion.

Corollaire 2.1.6. Soit Ω un ouvert de Rn1 ×Rn2 et soit f une fonction définie sur
Ω. Supposons que f(x1, x2) soit continûment dérivable par rapport à x2 sur Ω. Alors
f est localement lipschitzienne sur Ω.

Démonstration. Pour tout x0 ∈ Ω, il existe ε > 0 tel que

B(x0, ε) ⊂ Ω.

Comme f(x1, x2) est continûment dérivable par rapport à x2 sur Ω et que B(x0, ε)

est compact, il existe alors L > 0 tel que∥∥∥∥ ∂f∂x2

∥∥∥∥ ≤ L

sur B(x0, ε). On peut alors conclure en utilisant la convexité de B(x0, ε) et la pro-
position précédente.
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Proposition 2.1.7. Soit Ω un ouvert de Rn1 ×Rn2 et soit f une fonction continue
sur Ω. Supposons que f(x1, x2) soit localement lipschitzienne par rapport à x2 sur
Ω. Alors tout compact K de Ω possède un voisinage V dans Ω sur lequel f(x1, x2)

est lipschitzienne par rapport à x2.

Démonstration. Par hypothèse, pour tout x0 ∈ Ω il existe ε0 > 0 et L0 > 0 tels que
B(x0, ε0) ⊂ Ω et pour lesquels

|f(x1, y2)− f(x1, x2)| ≤ L0|y2 − x2|

pour tous les (x1, y2), (x1, x2) ∈ B(x0, ε0). Puisque K est un compact de Ω, il existe
un nombre fini de points (xα)α∈A de K et des réels strictement positifs (Lα)α∈A et
(εα)α∈A tels que

K ⊂
⋃
α∈A

B(xα, εα/2)

et pour lesquels
|f(x1, y2)− f(x1, x2)| ≤ Lα|y2 − x2|

pour tous les (x1, y2), (x1, x2) ∈ B(xα, εα). Posons

V =
⋃
α∈A

B(xα, εα/2) et M = sup
V
|f |

et considérons x = (x1, x2) ∈ V . Alors, il existe α ∈ A tel que

|x− xα| < εα/2.

Supposons maintenant que y = (x1, y2) ∈ V . Si |y2 − x2| < εα/2 alors y ∈ B(xα, εα)

et on a
|f(x1, y2)− f(x1, x2)| ≤ Lα|y2 − x2|.

Si |y2 − x2| ≥ εα/2, la majoration

|f(x1, y2)− f(x1, x2)| ≤ 2M

montre que

|f(x1, y2)− f(x1, x2)| ≤
4M

εα
|y2 − x2|.

Il s’ensuit que dans tous les cas, on a

|f(x1, y2)− f(x1, x2)| ≤ L|y2 − x2|

si on choisit
L = sup

α∈A
sup

(
Lα,

4M

εα

)
.
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Proposition 2.1.8 (Unicité globale). Soit f une fonction continue sur un ouvert Ω

de R× Rn et soit (t0, x0) ∈ Ω. Supposons que f(t, x) soit localement lipschitzienne
par rapport à x sur Ω et que ϕ et ψ soient deux solutions du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0

sur un même intervalle ouvert I de R contenant t0. Alors

ϕ = ψ

sur I.

Démonstration. Posons
E = {t ∈ I : ϕ(t) = ψ(t)}.

Par construction, E est un fermé de I qui contient t0. Soit t1 ∈ E et soit x1 = ϕ(t1).
Il existe alors R1 > 0 et ε1 > 0 tels que

]t1 − ε1, t1 + ε1[×B(x1, R1)

soit un voisinage relativement compact de (t1, x1) dans Ω sur lequel f(t, x) est L1-
lipschitzien pour un L1 > 0 bien choisi. Comme f est continu sur Ω il existe M1 > 0

tel que
f(t, x) ≤M1

si |t− t1| ≤ ε1, |x−x1| ≤ R1. Comme ϕ(t1) = x1 = ψ(t1) et que ϕ et ψ sont continus
sur I, il existe alors ε > 0 tel que

ε < inf(ε1, R1/M1, 1/L1)

et pour lequel on a
]t1 − ε1, t1 + ε1[ ⊂ I,

ϕ (]t1 − ε1, t1 + ε1[) ⊂ B(x1, R1), ψ (]t1 − ε1, t1 + ε1[) ⊂ B(x1, R1).

Pour un tel ε, le Lemme 2.1.3 montre que

ϕ(t) = ψ(t)

pour tout t ∈ ]t1 − ε, t1 + ε[. On en tire que ]t1 − ε, t1 + ε[ ⊂ E et, comme t1 peut
être choisi arbitrairement dans E, il s’ensuit que E est une partie ouverte de I. La
connexité de I entraîne alors que E = I ; d’où la conclusion.
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Proposition 2.1.9 (Existence locale). Soit f une fonction continue sur un ouvert
Ω de R × Rn. Supposons que f(t, x) soit localement lipschitzienne par rapport à x
sur Ω. Alors pour tout compact K ⊂ Ω il existe ε > 0 tel que le problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0

possède une solution sur ]t0 − ε, t0 + ε[ quel que soit (t0, x0) ∈ K.

Démonstration. Vu la Proposition 2.1.7, on sait que K possède un voisinage ouvert
relativement compact dans Ω sur lequel f(t, x) est L-lipschitzienne par rapport à x
pour un L > 0 bien choisi. Posons

M = sup
V
|f |.

Choisissons ε > 0 et R > 0 de sorte que

]t0 − ε, t0 + ε[×B(x0, R) ⊂ V

pour tout (t0, x0) ∈ K et que

ε < inf(R/M, 1/L).

Dans ces conditions, f vérifie les conditions du Lemme 2.1.3 sur

]t0 − ε, t0 + ε[×B(x0, R)

et il existe donc un et un seul ϕ ∈ C1(]t0 − ε, t0 + ε[ , B(x0, R)) tel que

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t))

et pour lequel ϕ(t0) = x0.

Définition 2.1.10. Soit f une fonction continue sur un ouvert Ω de R × Rn, soit
(t0, x0) ∈ Ω et soit ϕ : I −→ Rn et ψ : J −→ Rn deux solutions du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0.

Nous dirons que ψ prolonge ϕ si J ⊃ I et si ψ|I = ϕ.
Lorsque ϕ n’admet pas d’autre prolongement que lui-même, nous dirons que ϕ

est une solution non-prolongeable du problème de Cauchy considéré.

Proposition 2.1.11. Soit Ω un ouvert de R×Rn, soit f : Ω −→ Rn une application
continue et soit (t0, x0) ∈ Ω. Supposons que f(t, x) soit localement lipschitzienne
par rapport à x sur Ω. Alors le problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0

possède une et une seule solution non-prolongeable. De plus, cette solution prolonge
toute autre solution du problème de Cauchy considéré.
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Démonstration. Soit (ϕs : Is −→ Rn)s∈S la famille des solutions du problème consi-
déré. Puisque

ϕs0|Is0∩Is1 : Is0 ∩ Is1 −→ Rn et ϕs1|Is0∩Is1 : Is0 ∩ Is1 −→ Rn

sont deux solutions de notre problème sur le même intervalle, la Proposition 2.1.8
montre que

ϕs0(t) = ϕs1(t)

pour tout t ∈ Is0 ∩ Is1 . Il s’ensuit qu’il existe un et un seul ϕ défini sur

I =
⋃
s∈S

Is

et tel que
ϕ|Is = ϕs

pour tout s ∈ S. Par construction I est alors un intervalle ouvert de R contenant
t0 et ϕ : I −→ Rn est une solution de problème de Cauchy étudié. Cette solution
est clairement un maximum de l’ensemble des solutions ordonné par prolongement,
d’où la conclusion.

Pour détecter si une solution d’un problème de Cauchy est ou n’est pas prolon-
geable, on dispose du résultat suivant :

Proposition 2.1.12. Soit Ω un ouvert de R×Rn, soit f : Ω −→ Rn une application
continue et soit (t0, x0) ∈ Ω. Supposons que f(t, x) soit localement lipschitzienne par
rapport à x sur Ω et que ϕ : ]a, b[ −→ Rn soit une solution du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0.

La solution ϕ est non-prolongeable si et seulement si pour tout compact K ⊂ Ω il
existe α ≤ β dans ]a, b[ tels que

(t, ϕ(t)) 6∈ K

si t 6∈ [α, β].

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. Supposons donc que ϕ
soit non-prolongeable et que K soit un compact de Ω. Vu la Proposition 2.1.9, on
peut trouver ε > 0 tel que le problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t1) = x1
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possède une unique solution ψ1 sur ]t1 − ε, t1 + ε[ pour tout (t1, x1) ∈ K. Cela
entraîne que (t, ϕ(t)) 6∈ K si t > b − ε (resp. si t < a − ε). En effet, s’il existait
t1 > b− ε (resp. t1 < a− ε) avec (t1, ϕ(t1)) ∈ K alors la solution

ψ1 : ]t1 − ε, t1 + ε[

du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t1) = ϕ(t1)

coïnciderait avec ϕ sur ]t1 − ε, t1 + ε[ ∩ ]a, b[. Cela permettrait de prolonger ϕ à
]a, b[ ∪ ]t1 − ε, t1 + ε[ ⊃ ]a, b[ en contradiction avec le caractère non-prolongeable de
ϕ.

Montrons à présent que la condition est aussi suffisante. Supposons donc qu’elle
soit satisfaite mais que ϕ soit prolongeable. Alors, il existe une solution

ψ : ]c, d[ −→ Rn

du problème considéré avec c < a ou d > b et telle que ψ(t) = ϕ(t) si t ∈ ]a, b[. Dans
le premier cas

{(t, ϕ(t)) : t ∈ ]a, t0]}

est inclus dans le compact
{(t, ψ(t)) : t ∈ [a, t0]}

de Ω et dans le second
{(t, ϕ(t)) : t ∈ [t0, b[}

est inclus dans le compact
{(t, ψ(t)) : t ∈ [t0, b]};

on aboutit donc dans chaque cas à une contradiction.

Remarque 2.1.13. La preuve de la proposition précédente montre aussi que la
solution ϕ est prolongeable si et seulement si

(t, ϕ(t))

converge vers un point de Ω pour t −→ a+ ou pour t −→ b−.
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2.2 Théorèmes d’existence et d’unicité dans le cas linéaire

Définition 2.2.1. Un système normal d’équations différentielles du premier ordre
sur un ouvert Ω = I × Rn de R× Rn est dit linéaire s’il s’écrit sous la forme

x′(t) = A(t)x(t) + b(t)

où A : I −→ Rn
n et b : I −→ Rn sont des applications continues.

Remarque 2.2.2. Pour un système normal d’équations différentielles du premier
ordre du type considéré dans la définition précédente, on a donc

f(t, x) = A(t)x+ b(t)

pour tout (t, x) ∈ I × Rn. Il s’ensuit que

|f(t, y)− f(t, x)| ≤ ‖A(t)‖ |y − x|

pour tous (t, y), (t, x) ∈ I × Rn. Cela montre que f(t, x) est toujours localement
lipschitzienne par rapport à x sur I × Rn. Comme A : I −→ Rn

n est continu, cela
montre même que f(t, x) est lipschitzienne par rapport à x sur J × Rn pour tout
sous-intervalle relativement compact J de I.

On peut donc lui appliquer directement la proposition suivante :

Proposition 2.2.3. Soit I un intervalle ouvert de R, soit f : I × Rn −→ Rn une
application continue et soit (t0, x0) ∈ I×Rn. Supposons que f(t, x) soit lipschitzienne
par rapport à x sur J × Rn pour tout sous-intervalle relativement compact J de I.
Alors la solution maximale du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0

est définie sur I tout entier.

Démonstration. Pour toute application continue ϕ : I −→ Rn, définissons T (ϕ) :

I −→ Rn en posant

T (ϕ)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ.

Il est alors clair que T (ϕ) est continu sur I. Soit J un sous-intervalle relativement
compact de I. Vu nos hypothèses, il existe alors L > 0 pour lequel f(t, x) est L-
lipschitzienne sur J × Rn. Soient ψ : I −→ Rn et ϕ : I −→ Rn des applications
continues. En procédant comme dans la preuve du Lemme 2.1.3, on voit alors que

|T (ψ)(t)− T (ϕ)(t)| ≤ L

∫ t

t0

|ψ(τ)− ϕ(τ)| dτ
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si t ∈ J . Il s’ensuit que

|T m(ψ)(t)− T m(ϕ)(t)| ≤ Lm
|t− t0|m

m!
‖ψ − ϕ‖J

sur J pour toutm ≥ 0. Comme dans la preuve du Lemme 2.1.3, construisons la suite
(ϕm)m≥0 de proche en proche en choisissant arbitrairement une application continue
ϕ0 : J −→ Rn et en posant

ϕm+1(t) = T (ϕm(t))

pour tout m ≥ 0 et tout t ∈ I. Vu ce qui précède, on a

|ϕm+1(t)− ϕm(t)| ≤ Lm
|t− t0|m

m!
‖ϕ1 − ϕ0‖J

pour tout m ≥ 0 et tout t ∈ J . Il s’ensuit que

|ϕq(t)− ϕp(t)| ≤
q−1∑
m=p

Lm
|t− t0|m

m!
‖ϕ1 − ϕ0‖J

si q > p et si t ∈ J . Comme la série

∞∑
m=0

Lm
|t− t0|m

m!

converge vers eL|t−t0| uniformément en t sur tout compact de R, la majoration pré-
cédente montre que ϕm est uniformément de Cauchy sur J . Comme J est un sous-
intervalle relativement compact arbitraire de I, cela montre que ϕm converge dans
C0(I,Rn) vers une fonction ϕ telle que

T (ϕ) = ϕ.

Vu le Lemme 2.1.3, cette fonction ϕ est une solution du problème de Cauchy étudié
sur I tout entier.

Corollaire 2.2.4. Soit I un intervalle ouvert de R. Soient

A : I −→ Rn
n et b : I −→ Rn

deux applications continues et soit (t0, x0) ∈ I ×Rn. Alors la solution maximale du
problème de Cauchy

x′(t) = A(t)x(t) + b(t); x(t0) = x0

est définie sur I tout entier.
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Démonstration. Cela découle directement de la proposition précédente compte tenu
de la Remarque 2.2.2.

Montrons à présent qu’il est possible de ramener la résolution d’un système du
type

x′(t) = A(t)x(t) + b(t)

à celle du système homogène
x′(t) = A(t)x(t)

qui lui est associé.

Définition 2.2.5. Soit I un intervalle ouvert de R, soit t0 ∈ I et soit

A : I −→ Rn
n

une application continue. Vu ce qui précède, nous savons que pour chaque j ∈
{1, . . . , n}, il existe une et une seule solution ϕj : I −→ Rn du problème de Cauchy

x′(t) = A(t)x(t); x(t0) = ej.

On peut donc considérer la matrice

ΦA(t; t0) =
(
ϕ1(t) · · · ϕn(t)

)
.

On dit que ΦA(t; t0) est la solution matricielle fondamentale du système

x′(t) = A(t)x(t)

associée à t0.

Remarque 2.2.6. Par construction, on a

∂ΦA(t; t0)

∂t
= A(t)ΦA(t; t0)

pour tout t ∈ I et
ΦA(t0; t0) = In

et ces deux conditions caractérisent la fonction matricielle

t 7→ ΦA(t; t0).

Exemples 2.2.7. Il est en général assez difficile de calculer la matrice

ΦA(t; t0).

On peut cependant le faire assez simplement dans les deux cas particuliers suivants :
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(a) Si n = 1 alors A = (a) et on vérifie aisément par dérivation que

ΦA(t; t0) = e
R t
t0
a(τ) dτ

.

(b) Si la fonction matricielle A est constante, alors l’étude de l’exponentielle ma-
tricielle effectuée dans le Chapitre 1 montre que

ΦA(t; t0) = e(t−t0)A.

Proposition 2.2.8. Dans les conditions de la Définition 2.2.5 la solution maximale
du problème de Cauchy

x′(t) = A(t)x(t); x(t0) = x0

est donnée par la formule
ϕ(t) = ΦA(t; t0)x0.

En particulier, les colonnes de ΦA(t; t0) fournissent une base du sous-espace vectoriel
de C1(I; Rn) formé par les solutions du système

x′(t) = A(t)x(t)

et la matrice
ΦA(t1; t0)

est non singulière pour tout t1 ∈ I.

Démonstration. Vu la remarque ci-dessus, si ϕ(t) = ΦA(t; t0)x0, on a

ϕ′(t) =
∂ΦA(t; t0)

∂t
x0 = A(t)ΦA(t; t0)x0 = A(t)ϕ(t)

et
ϕ(t0) = ΦA(t0; t0)x0 = x0.

Cela montre que ϕ(t) est bien la solution maximale du problème de Cauchy consi-
déré. On en tire que toute solution ϕ du système homogène

x′(t) = A(t)x(t) (*)

sur I est égale à ΦA(t; t0)x0 pour x0 = ϕ(t0). Cela montre que les colonnes de ΦA(t; t0)

engendrent l’espace des solutions de (*). Comme ΦA(t0; t0) = I, ces colonnes sont
aussi linéairement indépendantes sur I. Soit t1 ∈ I et x0 tels que

ΦA(t1; t0)x0 = 0.
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Alors ΦA(t; t0)x0 est une solution du problème de Cauchy

x′(t) = A(t)x(t); x(t1) = 0

sur I. Comme ce problème admet aussi la solution identiquement nulle, on a

ΦA(t; t0)x0 = 0

pour tout t ∈ I. Il s’ensuit que

x0 = ΦA(t0; t0)x0 = 0.

Ce raisonnement montre que la matrice

ΦA(t1; t0)

est non-singulière quelque soit t1 ∈ I.

Remarques 2.2.9. (a) Comme

ΦA(t; t0)
−1ΦA(t; t0) = In

pour tout t ∈ I, on a aussi

∂ΦA(t; t0)
−1

∂t
ΦA(t; t0) + ΦA(t; t0)

−1∂ΦA(t; t0)

∂t
= 0.

Il s’ensuit que
∂ΦA(t; t0)

−1

∂t
= −ΦA(t; t0)

−1A(t)

pour tout t ∈ I. En particulier,

ΦA(t; t0)
−1 = ˜Φ−Ã(t; t0)

pour tout t ∈ I.
(b) Définissons le Wronskien du système (*) associé à t0 par la formule

WA(t; t0) = det ΦA(t; t0).

Notons γ1(t), . . . , γn(t) les colonnes de ˜ΦA(t; t0). Comme

WA(t; t0) = det
(
γ1(t) · · · γn(t)

)
on voit que

∂WA(t; t0)

∂t
=

n∑
j=1

det
(
γ1(t) · · · γ′j(t) · · · γn(t)

)
.
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Or,

γ′j(t) =
n∑
k=1

ajkγk(t)

puisque (
γ′1(t) · · · γ′n(t)

)
=
(
γ1(t) · · · γn(t)

)
Ã(t).

Donc,

∂WA(t; t0)

∂t
=

n∑
j=1

ajj(t) det
(
γ1(t) · · · γj(t) · · · γn(t)

)
= [trA(t)]WA(t; t0).

Il s’ensuit que
WA(t; t0) = e

R t
t0

trA(τ) dτ
.

Proposition 2.2.10 (Variation des constantes). Soit I un intervalle ouvert de R,
soit t0 ∈ I et soient

A : I −→ Rn
n et b : I −→ Rn

deux applications continues. Alors la solution maximale du problème de Cauchy

x′(t) = A(t)x(t) + b(t); x(t0) = x0

est donnée par la formule
ϕ(t) = ΦA(t; t0)C(t)

où

C(t) = x0 +

∫ t

t0

ΦA(τ ; t0)
−1b(τ) dτ.

Démonstration. Si ϕ(t) et C(t) sont donnés par les formules de l’énoncé alors il
s’agit de fonctions de classe C1 et on a

C ′(t) = Φ(t; t0)
−1b(t); C(t0) = x0

et
ϕ′(t) = A(t)ΦA(t; t0)C(t) + ΦA(t; t0)C

′(t); ϕ(t0) = C(t0).

Il s’ensuit que l’on a

ϕ′(t) = A(t)ϕ(t) + b(t); ϕ(t0) = x0

d’où la conclusion.
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2.3 Dépendance en les conditions initiales dans le cas général

Soit Ω un ouvert de R × Rn et soit f : Ω −→ Rn une application continue pour
laquelle f(t, x) est localement lipschitzienne par rapport à x sur Ω. Soit également

t 7→ ϕ(t; t0, x0)

la solution maximale du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0

associée à (t0, x0) ∈ Ω et soit I(t0,x0) son intervalle ouvert de définition. Notre but
dans cette section est de comprendre comment

ϕ(t; t0, x0)

varie lorsque (t0, x0) varie dans Ω. Pour cela, nous aurons besoin des quelques lemmes
suivants :

Lemme 2.3.1 (Gronwall). Soient a, b, ψ des fonctions réelles continues sur ]α, β[ ⊂
R et soient t0 ∈ I et x0 ∈ R. Supposons que a soit positif sur [t0, β[ et que sur cet
intervalle on ait

ψ(t) ≤ x0 +

∫ t

t0

[a(τ)ψ(τ) + b(τ)] dτ.

Alors ψ est majoré par la solution ϕ du problème de Cauchy

x′(t) = a(t)x(t) + b(t); x(t0) = x0

sur [t0, β[.

Démonstration. Vu la preuve de la Proposition 2.2.3, on sait que ϕ est la limite sur
]α, β[ de la suite ϕm définie de proche en proche en posant

ϕ0(t) = ψ(t)

ϕm+1(t) = x0 +

∫ t

t0

[a(τ)ϕm(τ) + b(τ)] dτ

pour tout t ∈ ]α, β[ et tout m ≥ 0. Comme a est positif sur I, un raisonnement par
récurrence montre alors que

ϕm ≤ ψ

sur [t0, β[ pour tout m ≥ 0. La conclusion est alors immédiate.
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Lemme 2.3.2. Soit Ω un ouvert de R × Rn et soit f : Ω −→ Rn une application
continue. Supposons que f(t, x) soit localement lipschitzienne par rapport à x sur
Ω et que (t0, x0) ∈ Ω. Notons ϕ : ]a, b[ −→ Rn une solution du système

x′(t) = f(t, x(t))

et soient α, β deux points de ]a, b[ tels que α < β. Alors il existe un γ > 0 tel que

K = {(t, x) : α ≤ t ≤ β, |x− ϕ(t)| ≤ γ}

soit un compact de Ω et δ > 0 inférieur à γ tel que si

V = {(t, x) : α < t < β, |x− ϕ(t)| < δ}

et si ϕ0 : ]a0, b0[ −→ Rn est la solution maximale du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x′(t0) = x0

associé à (t0, x0) ∈ V alors ]a0, b0[ ⊃ [α, β] et

(t, ϕ0(t)) ∈ K

pour tout t ∈ [α, β].

Démonstration. Comme
{(t, ϕ(t)) : t ∈ [α, β]}

est un compact de Ω on sait déjà qu’il existe γ > 0 tel que

K = {(t, x) : α ≤ t ≤ β, |x− ϕ(t)| ≤ γ}

soit un compact de Ω. Il existe alors L > 0 tel que

|f(t, x2)− f(t, x1)| ≤ L|x2 − x1|

pour tous (t, x1), (t, x2) dans K. Choisissons δ > 0 de sorte que

δ < γe−L(β−α)

et considérons (t0, x0) ∈ V . Notons ϕ0 : ]a0, b0[ −→ Rn la solution maximale du
problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0.

Alors (t0, x0) ∈ K et la Proposition 2.1.12 montre que les bornes

α0 = sup{t ∈ ]a0, t0] : (t, ϕ0(t)) 6∈ K}
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et
β0 = inf{t ∈ [t0, b0[ : (t, ϕ0(t)) 6∈ K}

sont finies et que a0 < α0 < t0 < β0 < b0. Par construction, on sait que (t, ϕ0(t)) ∈ K
si t ∈ [α0, β0]. Il s’ensuit que [α0, β0] ⊂ [α, β] et que l’on a

ϕ(t) = ϕ(t0) +

∫ t

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ

et

ϕ0(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ0(τ)) dτ

si t ∈ [α0, β0]. Ainsi,

|ϕ(t)− ϕ0(t)| ≤ |ϕ(t0)− x0|+ L

∫
[t0,t]

|ϕ(τ)− ϕ0(τ)| dτ

si t ∈ [α0, β0]. Du Lemme 2.3.1, on tire alors que

|ϕ(t)− ϕ0(t)| ≤ |ϕ(t0)− x0|eL|t−t0|

< δeL(β−α)

< γ

si t ∈ [α0, β0]. Si α0 > α ou si β0 < β il en résulte que (α0, ϕ0(α0)) ou que (β0, ϕ0(β0))

sont des points intérieurs à K en contradiction avec la définition de α0 ou de β0.
Cela montre que α0 = α et que β0 = β ; d’où la conclusion.

Lemme 2.3.3. Dans les conditions du lemme précédent, l’application

(t; t0, x0) 7→ ϕ(t; t0, x0)

est dérivable par rapport à t et lipschitzienne sur ]α, β[× V et

(t; t0, x0) 7→
∂ϕ(t; t0, x0)

∂t

est lipschitzienne par rapport à (t0, x0) et continue sur ce même ouvert.

Démonstration. Soient (t1, x1) et (t2, x2) dans V et soient ϕ1(t) = ϕ(t; t1, x1) et
ϕ2(t) = ϕ(t; t2, x2). Vu ce qui précède, on sait que ϕ1 et ϕ2 sont définis sur ]α, β[ et
on a (t, ϕ1(t)) ∈ K et (t, ϕ2(t)) ∈ K si t ∈ ]α, β[ et que l’on a

ϕ1(t) = x1 +

∫ t

t1

f(τ, ϕ1(τ)) dτ
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et

ϕ2(t) = x2 +

∫ t

t2

f(τ, ϕ2(τ)) dτ

sur cet intervalle. Il s’ensuit que

ϕ2(t)− ϕ1(t) = x2 − x1 −
∫ t2

t1

f(τ, ϕ2(τ)) dτ +

∫ t

t1

[f(τ, ϕ2(t))− f(τ, ϕ1(t))] dτ

et que

|ϕ2(t)− ϕ1(t)| ≤ |x2 − x1|+M |t2 − t1|+ L

∫ t

t1

|ϕ2(τ)− ϕ1(τ)| dτ

si t ∈ ]α, β[ et siM désigne la borne supérieure de |f | sur K. Le Lemme 2.3.1 montre
alors que

|ϕ2(t)− ϕ1(t)| ≤ (|x2 − x1|+M |t2 − t1|)eL|t−t1|

pour tout t ∈ ]α, β[. Soient maintenant τ1, τ2 ∈ ]α, β[. De la relation

ϕ2(τ2)− ϕ1(τ1) = ϕ2(τ2)− ϕ2(τ1) + ϕ2(τ1)− ϕ1(τ1)

=

∫ τ2

τ1

f(τ, ϕ2(τ)) dτ + ϕ2(τ1)− ϕ1(τ1)

et de la majoration précédente, on déduit que

|ϕ2(τ2)− ϕ1(τ1)| ≤ |τ2 − τ1|M + (|x2 − x1|+M |t2 − t1|)eL(β−α)

≤
[
M + (1 +M)eL(β−α)

]
|(τ2; t2, x2)− (τ1; t1, x1)|.

Il s’ensuit que l’application

(t; t0, x0) 7→ ϕ(t; t0, x0)

est lipschitzienne sur ]α, β[× V . Pour conclure, il suffit alors de remarquer que

∂ϕ(t; t0, x0)

∂t
= f(t, ϕ(t; t0, x0)).

Proposition 2.3.4. Soit Ω un ouvert de R×Rn et soit f : Ω −→ Rn une application
continue. Supposons que f(t, x) soit localement lipschitzienne par rapport à x sur
Ω. Alors :

(a) L’ensemble
D = {(t; t0, x0) ∈ R× Ω : t ∈ I(t0,x0)}

est un ouvert de R× (R× Rn).
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(b) L’application
(t; t0, x0) 7→ ϕ(t; t0, x0)

est dérivable par rapport à t et localement lipschitzienne sur D.

(c) L’application

(t; t0, x0) 7→
∂ϕ(t; t0, x0)

∂t

est localement lipschitzienne par rapport à (t0, x0) et continue sur D.

Démonstration. Cela résulte directement des deux lemmes précédents.

Corollaire 2.3.5. Plaçons-nous dans les conditions de la proposition précédente et
fixons t0 et t1 ∈ R. Posons

U(t1,t0) = {x0 ∈ Rn : (t1; t0, x0) ∈ D},

U(t0,t1) = {x1 ∈ Rn : (t0; t1, x1) ∈ D}

et
ϕ(t1,t0)(x0) = ϕ(t1; t0, x0).

Alors,
ϕ(t1,t0) : U(t1,t0) −→ U(t0,t1)

est une bijection continue et localement lipschitzienne dont la réciproque est conti-
nue, localement lipschitzienne et donnée par

ϕ(t0,t1) : U(t0,t1) −→ U(t1,t0).

Démonstration. Il est clair que

x1 = ϕ(t1; t0, x0)

est bien défini pour tout x0 ∈ U(t1,t0). Par définition,

t 7→ ϕ(t; t0, x0)

est une solution du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0

sur I(t0,x0). Comme t1 ∈ I(t0,x0), c’est aussi une solution du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t1) = x1
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sur ce même intervalle. Il s’ensuit que I(t1,x1) ⊃ I(t0,x0) et que

ϕ(t; t1, x1) = ϕ(t; t0, x0)

si t ∈ I(t0,x0). Cela montre que x1 ∈ U(t0,t1) et que

ϕ(t0; t1, x1) = x1.

La conclusion s’obtient alors en reproduisant le même raisonnement après avoir
échangé t0 et t1.

Corollaire 2.3.6. Plaçons nous dans les conditions du corollaire précédent et sup-
posons que t0 < t1 < t2. Alors, on a

U(t2,t0) = U(t1,t0) ∩ ϕ−1
(t1,t0)(U(t2,t1);

et
ϕ(t2,t0) = ϕ(t2,t1) ◦ ϕ(t1,t0)

sur U(t2,t0).

Démonstration. Il suffit de procéder comme dans la preuve du corollaire précédent.

2.4 Dépendance en les conditions initiales dans le cas C1

La Proposition 2.3.4 est bien sûr applicable lorsque f : Ω −→ Rn est continu et
continûment dérivable par rapport à x sur Ω. Cependant, dans ce cas, il est naturel
d’espérer que la fonction

ϕ(t; t0, x0)

ne soit pas que localement lipschitzienne et dérivable par rapport à t sur Ω mais
qu’elle soit en fait continûment dérivable par rapport à toutes ses variables. Si c’est
le cas, il découle du fait que

∂ϕ

∂t
(t; t0, x0) = f(t, ϕ(t; t0, x0))

ϕ(t0; t0, x0) = x0

pour tout t ∈ I(t0,x0) que
∂ϕ

∂t
(t; t0, x0)

est alors continûment dérivable par rapport à (t0, x0) sur D et que l’on a

∂2ϕ

∂t0∂t
(t; t0, x0) =

∂f

∂x
(t, ϕ(t; t0, x0))

∂ϕ

∂t0
(t; t0, x0)
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∂ϕ

∂t
(t0; t0, x0) +

∂ϕ

∂t0
(t0; t0, x0) = 0

et
∂2ϕ

∂x0∂t
(t; t0, x0) =

∂f

∂x
(t, ϕ(t; t0, x0))

∂ϕ

∂x0

(t; t0, x0)

∂ϕ

∂x0

(t0; t0, x0) = In

pour tout (t; t0, x0) ∈ D. Si nous supposons de plus que les fonctions

∂2ϕ

∂t∂t0
et

∂2ϕ

∂t∂x0

sont également continus sur D, alors il découle de ce qui précède que l’on a

∂ϕ

∂t0
(t; t0, x0) = −ψ(t; t0, x0)f(t0, x0)

∂ϕ

∂x0

(t; t0, x0) = ψ(t; t0, x0)

si ψ(t; t0, x0) désigne l’unique solution du problème de Cauchy matriciel

M ′(t) =
∂f

∂x
(t;ϕ(t; t0, x0))M(t)

M(t0) = In

sur I(t0,x0). On est donc assez naturellement amené au résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Soit Ω un ouvert de R×Rn et soit f : Ω −→ Rn une application
continue. Supposons que f(t, x) soit continûment dérivable par rapport x sur Ω. Soit

t 7→ ϕ(t; t0, x0)

la solution maximale du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0

et soit I(t0,x0) son intervalle de définition. Soit également

t 7→ ψ(t; t0, x0)

la solution du problème de Cauchy matriciel

M ′(t) =
∂f

∂x
(t, ϕ(t; t0, x0))M(t)

M(t0) = In
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sur I(t0,x0). Alors ϕ est continûment dérivable sur

D = {(t; t0, x0) : (t0, x0) ∈ Ω, t ∈ I(t0,x0)}

et on a

∂ϕ

∂t0
(t; t0, x0) = −ψ(t; t0, x0)f(t0, x0)

∂ϕ

∂x0

(t; t0, x0) = ψ(t; t0, x0)

sur cet ensemble. De plus, les dérivées secondes

∂2ϕ

∂t∂t0
,

∂2ϕ

∂t∂x0

,
∂2ϕ

∂t0∂t
,

∂2ϕ

∂x0∂t

existent et sont continues sur D et on a par conséquent

∂2ϕ

∂t∂t0
=

∂2ϕ

∂t0∂t
et

∂2ϕ

∂t∂x0

=
∂2ϕ

∂x0∂t

sur cet ensemble.

Démonstration. Plaçons-nous dans les conditions du Lemme 2.3.2 et choisissons
ρ > 0 pour que

B((t0, x0), ρ) ⊂ V.

Vu nos hypothèses, nous pouvons supposer que

L = sup
K

∥∥∥∥∂f∂x
∥∥∥∥ .

Pour alléger les notations, posons

ψ0(t) = ψ(t; t0, x0) et ϕ0(t) = ϕ(t; t0, x0)

pour tout t ∈ I(t0,x0) et
ϕ1(t) = ϕ(t; t1, x1)

pour tout t ∈ I(t1,x1). Fixons (t1, x1) ∈ B((t0, x0), ρ), t0, t1 ∈ ]α, β[. Par construction,
ϕ0, ϕ1 sont de classe C1 sur ]α, β[ et on a

ϕ0(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, ϕ0(τ)) dτ

ϕ1(t) = x1 +

∫ t

t1

f(τ, ϕ1(τ)) dτ
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sur ]α, β[. De plus, on a aussi

ψ0(t) = In +

∫ t

t0

∂f

∂x
(τ, ϕ0(τ))ψ0(τ) dτ

sur ce même intervalle. Posons

e(t) = ϕ1(t)− ϕ0(t) + ψ0(t)f(t0, x0)(t1 − t0)− ψ0(t)(x1 − x0)

pour tout t ∈ ]α, β[. Vu ce qui précède, un calcul direct montre que

e(t) =−
∫ t1

t0

[f(τ, ϕ1(τ))− f(t0, x0)] dτ

+

∫ t

t0

[
f(τ, ϕ1(τ))− f(τ, ϕ0(τ)))− ∂f

∂x
(τ, ϕ0(τ))(ϕ1(τ)− ϕ0(τ))

]
dτ

+

∫ t

t0

∂f

∂x
(τ, ϕ0(τ))e(τ) dτ.

Fixons ε > 0. Puisque la fonction

(τ ; t1, x1) 7→ f(τ, ϕ(τ ; t1, x1))

est continue sur D, il existe η > 0 tel que

|f(τ, ϕ1(τ))− f(t0, x0)| ≤ ε

si |τ − t0| ≤ η, |t1 − t0| ≤ η, |x1 − x0| ≤ η. Quitte à diminuer ρ, on peut donc
supposer que

|f(τ, ϕ1(τ))− f(t0, x0)| ≤ ε

pour tout τ ∈ [t0, t1]. Puisque

f(t, y2)− f(t, y1)−
∂f

∂x
(t, y1)(y2 − y1)

=

∫ 1

0

(
∂f

∂x
(t, y1 + s(y2 − y1))−

∂f

∂x
(t, y1)

)
(y2 − y1) ds

pour tout (t, y1), (t, y2) ∈ K et que
∂f

∂x
est uniformément continu sur K, il est clair

qu’il existe η > 0 tel que∣∣∣∣f(t, y2)− f(t, y1)−
∂f

∂x
(t, y1)(y2 − y1)

∣∣∣∣ ≤ ε|y2 − y1|
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si (t, y1) et (t, y2) ∈ K et sont tels que |y2 − y1| ≤ η. Comme

|ϕ1(t)− ϕ0(t)| ≤ (|x1 − x0|+M |t1 − t0|)eL(β−α)

si t ∈ ]α, β[, on peut donc, quitte à diminuer ρ, supposer que∣∣∣∣f(τ, ϕ1(τ))− f(τ, ϕ0(τ))− ∂f

∂x
(τ, ϕ0(τ))(ϕ1(τ)− ϕ0(τ))

∣∣∣∣
≤ ε|ϕ1(τ)− ϕ0(τ)|
≤ ε(|x1 − x0|+M |t1 − t0|)eL(β−α)

si τ ∈ ]α, β[. Dans ces conditions, on voit que

|e(t)| ≤ ε|t1 − t0|+ ε(|x1 − x0|+M |t1 − t0|)eL(β−α)(β − α) + L

∫
[t0,t1]

|e(τ)| dτ

pour tout t ∈ ]α, β[ et par conséquent que

|e(t)| ≤ ε
(
1 + (1 +M)eL(β−α)(β − α)

)
eL(β−α)|(t1, x1)− (t0, x0)|

si t ∈ ]α, β[. Comme [α, β] est un sous-intervalle arbitraire de ]a0, b0[, cela montre
que

(t; t0, x0) 7→ ϕ(t; t0, x0)

est différentiable par rapport à (t0, x0) sur D et que

∂ϕ

∂t0
(t; t0, x0) = −ψ0(t)f(t0, x0)

∂ϕ

∂x0

(t; t0, x0) = ψ0(t).

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que la loi

(t; t0, x0) 7→ ψ(t; t0, x0)

est continue sur D en utilisant le lemme ci-dessous.

Lemme 2.4.2. Soient

A0 : ]a, b[ −→ Rn
n et A1 : ]a, b[ −→ Rn

n

deux applications continues et soit t0 ∈ ]a, b[. Supposons que

M0 : ]a, b[ −→ Rn
n et M1 : ]a, b[ −→ Rn

n
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soient des fonctions matricielles de classe C1 telles que

M ′
0 = A0M0 M ′

1 = A1M1

sur ]a, b[. Alors, on a

‖M1 −M0‖[α,β]

≤
(
‖M1(t0)−M0(t0)‖+ ‖A1 − A0‖[α,β] ‖M0‖[α,β] (β − α)

)
e‖A1‖[α,β](β−α)

pour tout sous-intervalle compact [α, β] de ]a, b[ contenant t0. En particulier,

M1 −→M0

dans C1(]a, b[ ; Rn
n) si M1(t0) −→M0(t0) dans Rn

n et si A1 −→ A0 dans C0(]a, b[ ; Rn
n).

Démonstration. Soit [α, β] un intervalle compact de ]a, b[ contenant t0. On a

(M1 −M0)
′ = A1M1 − A0M0 = A1(M1 −M0) + (A1 − A0)M0

sur ]a, b[. Donc,

M1(t)−M0(t) = M1(t0)−M0(t0) +

∫ t

t0

A1(τ)(M1(τ)−M0(τ)) dτ

+

∫ t

t0

(A1(τ)− A0(τ))M0(τ)dτ

pour tout t ∈ ]a, b[. Il s’ensuit que

‖M1(t)−M0(t)‖ ≤ ‖M1(t0)−M0(t0)‖+ ‖A1 − A0‖[α,β] ‖M0‖[α,β] (β − α)

+ ‖A1‖[α,β]

∫
[t0,t]

‖M1(τ)−M0(τ)‖ dτ

pour tout t ∈ ]α, β[. Vu le Lemme de Gronwall, on en tire que

‖M1(t)−M0(t)‖

≤
(
‖M1(t0)−M0(t0)‖+ ‖A1 − A0‖[α,β] ‖M0‖[α,β] (β − α)

)
e‖A1‖[α,β](t−t0)

pour tout t ∈ [α, β] ; ce qui permet de conclure.
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2.5 Application au redressement des champs de vecteurs

Proposition 2.5.1. Soit f : U −→ Rn un champ de vecteurs de classe C1 sur un
ouvert U de Rn et soit x0, un point de U tel que f(x0) 6= 0. Alors, il existe un
difféomorphisme χ : V −→ V d’un voisinage ouvert V de x0 dans U sur un voisinage
ouvert V de 0 dans Rn qui transforme le champs f en le champs constant e1.

Démonstration. Quitte à translater le problème et à permuter les variables, nous
pouvons supposer que x0 = 0 et que f1(x0) 6= 0. Considérons le système différentiel
autonome

x′(t) = f(x(t))

associé à f et gardons les notations introduites dans les sections précédentes. Vu nos
hypohèses, la fonction

(t; t0, x0) 7→ ϕ(t; t0, x0)

est de classe C1 sur l’ouvert D. Cela étant, il est clair que la relation

χ(x) = ϕ(x1; 0, (0, x2, . . . , xn))

définit une application de classe C1 d’un voisinage V de 0 dans Rn dans U et que
l’on a

∂χ

∂x1

=
∂ϕ

∂t
(x1; 0, (0, x2, . . . , xn))

= f(ϕ(x1; 0, (0, x2, . . . , xn))) (*)

et

∂χ

∂xj
=

∂ϕ

∂x0

(x1; 0, (0, x2, . . . , xn))ej

= ψ(x1; 0, (0, x2, . . . , xn))ej (**)

pour tout j ∈ {2, . . . , n}. Il s’ensuit que

∂χ

∂x
(0) = (f(0) e2 . . . en).

et que

det
∂χ

∂x
(0) = f1(0) 6= 0.

Le théorème d’inversion locale montre alors que, quitte à remplacer V par un voisi-
nage ouvert de 0 plus petit, on peut supposer que V = χ(V ) est un voisinage ouvert
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de 0 dans Ω et que χ : V −→ V est un difféomorphisme de classe C1. L’image du
champ f par χ = χ−1 est alors le champ

x 7→ ∂χ

∂x
(χ(x)f(χ(x).

Comme
∂χ

∂x
◦ χ =

(
∂χ

∂x

)−1

sur V , cette image sera égale au champ constant e1 sur V si et seulement si on a

∂χ

∂x
e1 = f ◦ χ

sur V . La conclusion résulte donc de (*).
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2.6 Méthode d’Euler

Proposition 2.6.1. Soit (t0, x0) ∈ Ω et soit

ϕ : ]a, b[ −→ Rn

la solution maximale du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0.

Supposons que [t0, t0 +H] ⊂ ]a, b[ pour un H > 0. Fixons M ∈ N0 et posons
h = H/M . Posons également tm = t0+mh et xm = ϕ(tm) pour toutm ∈ {0, . . . ,M}.
Alors, pour M suffisamment grand la relation de récurrence

xm+1 = xm + hf(tm, xm)

jointe à la condition initiale x0 = x0 définit une suite finie (xm)m∈{0,...,M} telle que

(tm, xm) ∈ Ω

pour tout m ∈ {0, . . . ,M}. De plus, si on pose

ϕ(h, t) = xm + (t− tm)f(tm, xm)

pour tout t ∈ [tm, tm+1] et tout m ∈ {0, . . . ,M − 1}, alors

t 7→ ϕ(h, t)

est une fonction affine par morceaux sur [t0, t0 +H] et

ϕ(h, t) −→ ϕ(t)

uniformément en t sur [t0, t0 +H] si h −→ 0.

Démonstration. Comme

{(t, ϕ(t)) : t ∈ [t0, t0 +H]}

est un compact de Ω, il existe δ > 0 tel que

K = {(t, x) : t ∈ [t0, t0 +H] , |x− ϕ(t)| ≤ δ}

soit un compact de Ω. Puisque f(t, x) est localement lipschitzien par rapport à x
sur Ω, il existe alors L > 0 tel que

|f(t, x2)− f(t, x1)| ≤ L|x2 − x1|
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si (t, x1) et (t, x2) sont dans K. Fixons ε > 0 et choisissons ηε suffisamment petit
pour que

|f(τ2, ϕ(τ2))− f(τ1, ϕ(τ1))| ≤ ε

si τ1, τ2 ∈ [t0, t0 +H] sont tels que |τ2 − τ1| ≤ ηε. (C’est possible car f(τ, ϕ(τ)) est
continue et donc uniformément continue sur le compact [t0, t0 +H]).

Soit m < M . Supposons que (tk, xk) soit bien défini et appartienne à K pour
tout k ∈ {0, . . . ,m}. Si k ∈ {0, . . . ,m} et si t ∈ [tk, tk+1], on a alors

ϕ(t, h)−ϕ(t) = xk − xk + h(f(tk, xk)− f(tk, xk)) +

∫ t

tk

[f(tk, ϕ(tk))− f(τ, ϕ(τ))] dτ

et par conséquent ∣∣∣ϕ(t, h)− ϕ(t)
∣∣∣ ≤ (1 + Lh)|xk − xk|+ hε.

Il s’ensuit que ∣∣xk+1 − xk+1

∣∣ ≤ (1 + Lh)|xk − xk|+ hε

si k ∈ {0, . . . ,m}. Le lemme ci-dessous montre alors que

|xk − xk| ≤
(1 + Lh)k − 1

Lh
hε ≤ eLhk − 1

L
ε

pour tout k ∈ {0, . . . ,m}. Il s’ensuit que si ε > 0 est suffisamment petit et si h < ηε,
alors xm est bien défini pour tout m ∈ {0, . . . ,M} et

|ϕ(t, h)− ϕ(t)| ≤ eLH − 1

L
ε

sur [t0, t0 +H]. Comme ε > 0 peut être choisi arbitrairement petit, cela montre que,

ϕ(t, h) −→ ϕ(t)

uniformément en t ∈ [t0, t0 +H] si h −→ 0.

Lemme 2.6.2 (Gronwall à coefficients constants, cas discret). Soient a, b ∈ R et
soit (ψm)m∈N une suite réelle. Supposons que a > 0 et que

ψm+1 ≤ aψm + b

pour tout m ≥ 0. Alors

ψm ≤
am − 1

a− 1
b+ amψ0

si a 6= 1 et
ψm ≤ mb+ ψ0

si a = 1.
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Démonstration. Traitons le cas a 6= 1 (le cas a = 1 s’obtient de manière similaire).
Comme a0 = 1, on a bien sûr

ψ0 ≤
a0 − 1

a− 1
b+ a0ψ0.

Supposons donc que

ψm ≤
am − 1

a− 1
b+ amψ0.

Dans ce cas,

aψm + b ≤ a
am − 1

a− 1
b+ am+1ψ0 + b

≤ am+1 − a+ a− 1

a− 1
b+ am+1ψ0

≤ am+1 − 1

a− 1
b+ am+1ψ0

et comme ψm+1 ≤ aψm + b on a aussi

ψm+1 ≤
am+1 − 1

a− 1
b+ am+1ψ0

d’où la conclusion.

2.7 Méthodes à pas simple

Soit Ω un ouvert de R × Rn et soit f : Ω −→ Rn une application continue.
Supposons que f(t, x) soit localement lipschitzien par rapport à x sur Ω, considérons
le système différentiel

x′(t) = f(t, x(t)) (*)

et notons comme d’habitude

t 7→ ϕ(t; t0, x0) (t ∈ I(t0,x0))

la solution maximale du problème de Cauchy associé à (*) et à la condition initiale

x(t0) = x0

correspondant à (t0, x0) ∈ Ω.

Définition 2.7.1. On appelle méthode à pas simple consistante pour la résolution
approchée de (*) toute méthode fournissant une valeur approchée

x1(h, t0, x0)
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de ϕ(t0 + h; t0, x0) pour tout (t0, x0) ∈ Ω et tout pas h ∈ R de module suffisamment
petit et cela de telle sorte que

x1(h, t0, x0)− ϕ(t0 + h; t0, x0) = o(h)

pour h −→ 0 si (t0, x0) ∈ Ω.

Remarque 2.7.2. Supposons disposer d’une méthode à pas simple consistante
pour la résolution approchée de (*). Notons J(t0,x0) l’ensemble des h pour lesquels
x1(h, t0, x0) est bien défini et posons

Ω = {(h, t0, x0) : (t0, x0) ∈ Ω, h ∈ J(t0,x0)}.

Pour tout (h, t0, x0) ∈ Ω, posons également

f(h, t0, x0) =


x1(h, t0, x0)− x0

h
si h 6= 0

f(t0, x0) si h = 0

Par construction, J(t0,x0) est un voisinage de 0 dans R et on a

lim
h−→0

h∈J(t0,x0)

f(h, t0, x0) = f(t0, x0)

et
x1(h, t0, x0) = x0 + hf(h, t, t0, x0)

si h ∈ J(t0,x0).
Réciproquement, si

f : Ω −→ Rn

est une fonction définie sur une partie Ω de R× R× Rn pour laquelle

J(t0,x0) = {h : (h, t0, x0) ∈ Ω}

est un voisinage de 0 dans R pour tout (t0, x0) ∈ Ω et si

lim
h−→0

f(h, t0, x0) = f(t0, x0)

alors la relation
x1(h, t0, x0) = x0 + hf(h, t0, x0)

définit une méthode à pas simple consistante pour la résolution de (*).
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Exemples 2.7.3.
(a) La méthode d’Euler est bien sûr une méthode à pas simple consistante pour

la résolution de (*). Elle revient à prendre

x1(h, t0, x0) = x0 + hf(t0, x0).

Pour cette méthode on a donc Ω = R× Ω et

f(h, t0, x0) = f(t0, x0).

(b) Soit (t0, x0) ∈ Ω. Supposons que t0 + h ∈ I(t0,x0) et posons t1 = t0 + h et
x1 = ϕ(t1; t0, x0). On sait que

x1 = x0 +

∫ t1

t0

f(τ, ϕ(τ, t0, x0)) dτ

et que∫ t1

t0

f(τ, ϕ(τ, t0, x0)) dτ ≈ h
f(t0, x0) + f(t1, x1)

2
(méthode du trapèze).

Il s’ensuit que

x1 ≈ x0 + h
f(t0, x0) + f(t1, x1)

2
.

Vu (a) on a aussi
x1 ≈ x0 + hf(t0, x0).

On a donc
x1 ≈ x0 + h

f(t0, x0) + f(t0 + h, x0 + hf(t0, x0))

2
.

Cette formule de calcul approché de x1 donne une méthode à pas simple consistante
pour la résolution de (*) comme sous le nom de méthode d’Euler modifiée. Pour cette
méthode, on a

Ω = {(h, t0, x0) : (t0, x0) ∈ Ω, (t0 + h, x0 + hf(t0, x0) ∈ Ω}

et
f(h, t0, x0) =

f(t0, x0) + f(t0 + h, x0 + hf(t0, x0))

2
.

Dans ce qui suit, nous nous limiterons à étudier les méthodes à pas simple consis-
tantes pour lesquelles Ω est un ouvert de R×R×Rn sur lequel f(h, t0, x0) est loca-
lement lipschitzien par rapport à x0 et continue. Dans ce cas, la méthode considérée
est toujours convergente. En effet :
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Proposition 2.7.4. Soit (t0, x0) ∈ Ω et soit

ϕ : ]a, b[ −→ Rn

la solution maximale du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0.

Supposons que [t0, t0 +H] ⊂ ]a, b[ pour un H > 0. Fixons M ∈ N0 et posons
h = H/M . Posons également tm = t0+mh et xm = ϕ(tm) pour toutm ∈ {0, . . . ,M}.
Alors, pour M suffisamment grand la relation de récurrence

xm+1 = xm + hf(h, tm, xm)

jointe à la condition initiale x0 = x0 définit une suite finie (xm)m∈{0,...,M} telle que

(h, tm, xm) ∈ Ω

pour tout m ∈ {0, . . . ,M}. De plus, si on pose

ϕ(h, t) = xm + (t− tm)f(h, tm, xm)

pour tout t ∈ [tm, tm+1] et tout m ∈ {0, . . . ,M − 1}, alors

t 7→ ϕ(h, t)

est une fonction affine par morceaux sur [t0, t0 +H] et

ϕ(h, t) −→ ϕ(t)

uniformément en t sur [t0, t0 +H] si h −→ 0.

Démonstration. Comme

{(0, t, ϕ(t)) : t ∈ [t0, t0 +H]}

est un compact de Ω, il existe δ > 0 tels que

K = {(h, t, x) : |h| ≤ δ, t ∈ [t0, t0 +H] , |x− ϕ(t)| ≤ δ}

soit un compact de Ω. Puisque f(h, t0, x0) est localement lipschitzien par rapport à
x0 sur Ω, il existe alors L > 0 tel que∣∣f(h, t, x2)− f(h, t, x1)

∣∣ ≤ L|x2 − x1|
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si (h, t, x1) et (h, t, x2) sont dans Ω. De plus, comme

(h, t) 7→ f(h, t, ϕ(t))

est continu sur le compact [−γ, γ] × [t0, t0 +H], elle y est uniformément continue.
Fixons ε > 0. Vu ce qui précède, il existe alors ηε ∈ ]0, δ[ tel que∣∣f(h, t, ϕ(t))− f(0, τ, ϕ(τ)

∣∣ ≤ ε

si |h| ≤ ηε, si |t− τ | ≤ ηε et si t et τ sont des points de [t0, t0 +H].
Soit m < M . Supposons que (tk, xk) soit bien défini et appartienne à K pour

tout k ∈ {0, . . . ,m}. Si k ∈ {0, . . . ,m} et si t ∈ [tk, tk+1], on a alors

ϕ(t, h)− ϕ(t) = (xk − xk) + (t− tk)
[
f(h, tk, xk)− f(h, tk, xk)

]
+ ek(t)

où

ek(t) =

∫ t

tk

(
f(h, tk, xk)− f(τ, ϕ(τ))

)
dτ.

Dans ces conditions, on a donc aussi∣∣∣ϕ(t, h)− ϕ(t)
∣∣∣ ≤ (1 + Lh)|xk − xk|+ hε.

si h ≤ ηε. Pour un tel h, on a donc en particulier

|xk+1 − xk+1| ≤ (1 + hL)|xk − xk|+ hε

pour tout k ∈ {0, . . . ,m} et le Lemme 2.6.2 montre alors que

|xk − xk| ≤
(1 + hL)k − 1

hL
hε ≤ ehkL − 1

L
ε ≤ eHL − 1

L
ε

pour tout k ∈ {0, . . . ,m}. Si nous supposons que

eHL − 1

L
ε ≤ δ

et que h ≤ ηε, il s’ensuit que xm est bien défini pour tout m ∈ {0, . . . ,M} et que∣∣∣ϕ(t, h)− ϕ(t)
∣∣∣ ≤ eHL − 1

L
ε

pour tout t ∈ [t0, t0 +H]. La conclusion en résulte aisément.

Lorsque les fonctions f et f sont suffisamment régulières, il est possible de décrire
plus finement les erreurs locales et globales associées à la méthode à pas simple
étudiée.
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Proposition 2.7.5 (Développement de l’erreur locale). Soit (t0, x0) ∈ Ω et soit

ϕ : ]a, b[ −→ Rn

la solution maximale du problème de Cauchy

x′(t) = f(t, x(t)); x(t0) = x0.

Supposons que h0 soit un réel strictement positif pour lequel

[(0, t0, x0), (h0, t0, x0)] ⊂ Ω et [t0, t0 + h0] ⊂ ]a, b[ .

Supposons de plus que f soit de classe Cp sur Ω et que les dérivées partielles

∂lf

∂hl

existent et soient continues sur Ω pour l ∈ {1, . . . , p}. Alors, l’erreur locale

e(h, t0, x0) = x0 + hf(h, t0, x0)− x(t0 + h)

admet le développement

e(h, t0, x0) =

p∑
l=1

al(t0, x0)
hl

l!
+ cp+1(h, t0, x0)

où

al(t0, x0) = l
∂l−1f

∂hl−1
(0, t0, x0)− ϕ(l)(t0)

et
|cp+1(h, t0, x0)| ≤ mp+1

hp+1

(p+ 1)!

avec
mp+1 = (p+ 1) sup

h∈[0,h0]

∣∣∣∣∂pf∂hp
(h, t0, x0)

∣∣∣∣+ sup
t∈[t0,t0+h0]

|ϕ(p+1)(t)|.

Démonstration. La formule de Taylor montre que

f(h, t0, x0) =

p−1∑
l=0

∂lf

∂hl
(0, t0, x0)

hl

l!
+Rp−1(h, t0, x0)

avec
|Rp−1(h, t0, x0)| ≤

hp

p!
sup

h∈[0,h0]

∣∣∣∣∂pf∂hp
(h, t0, x0)

∣∣∣∣ .
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De même, comme ϕ(t) est de classe Cp+1 sur ]a, b[, on a

ϕ(t0 + h) =

p∑
l=0

ϕ(l)(t0)
hl

l!
+Rp(h, t0)

avec
|Rp(h, t0)| ≤

hp+1

(p+ 1)!
sup

t∈[t0,t0+h0]

|ϕ(p+1)(t)|.

Puisque
e(h, t0, x0) = x0 + hf(h, t0, x0)− ϕ(t0 + h)

il s’ensuit que

e(h, t0, x0) = x0 +

p∑
l=1

∂l−1f

∂hl−1
(0, t0, x0)

hl

(l − 1)!

−
p∑
l=0

ϕ(l)(t0)
hl

l!
+ hRp−1(h, t0, x0)−Rp(h, t0)

=

p∑
l=1

[
l
∂l−1f

∂hl−1
(0, t0, x0)− ϕ(l)(t0)

]
hl

l!
+ cp+1(h, t0, x0)

avec
|cp+1(h, t0, x0)| ≤ h|Rp−1(h, t0, x0)|+ |Rp(h, t0)|.

La conclusion en résulte.

Définition 2.7.6. Dans les conditions de la proposition précédente, la méthode à
pas simple étudiée sera dite d’ordre au moins p si

al(t0, x0) = 0

pour tout (t0, x0) ∈ Ω et tout l ∈ {1, . . . , p}.

Proposition 2.7.7 (Majoration de l’erreur globale). Plaçons nous dans les condi-
tions de la Proposition 2.7.5 et supposons que la méthode à pas simple étudiée soit
d’ordre au moins p. Fixons H > 0 tel que [t0, t0 +H] ⊂ ]a, b[. Alors il existe ε > 0

et h0 > 0 tels que

K = {(h, t, x) : h ∈ [0, h0] , t ∈ [t0, t0 +H] , |x− x(t)| ≤ ε} ⊂ Ω.

Posons

L1 = sup
K

∥∥∥∥∂f∂x
∥∥∥∥ et Mp+1 = (p+ 1) sup

K

∣∣∣∣∂pf∂hp

∣∣∣∣+ sup
[t0,t0+H]

|ϕ(p+1)|.
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Pour tout M ∈ N0, posons h = H/M et pour tout m ∈ {0, . . . ,M}, posons tm =

a+mh et xm = ϕ(tm). Supposons que h ∈ [0, h0] et que

eHL1 − 1

L1

Mp+1

(p+ 1)!
hp ≤ ε.

Alors la relation de récurrence

xm+1 = xm + hf(h, tm, xm)

jointe à la condition initiale x0 = x0 définit une suite d’approximations xm des xm
telle que (h, tm, xm) ∈ K pour tout m ∈ {0, . . . ,M}. De plus, l’erreur globale

Em(h) = xm − xm

peut être estimée grâce à la majoration

|Em(h)| ≤ (1 + hL1)
m − 1

L1

Mp+1

(p+ 1)!
hp ≤ ehmL1 − 1

L1

Mp+1

(p+ 1)!
hp

pour tout m ∈ {0, . . . ,M}. En particulier,

sup
m∈{0,...,M}

|Em(h)| ≤ eHL1 − 1

L1

Mp+1

(p+ 1)!
hp.

Démonstration. Procédons par récurrence sur m. Supposons donc que

|Ek(h)| ≤ ε

et que

|Ek(h)| ≤ (1 + hL1)
k − 1

L1

Mp+1

(p+ 1)!
hp

pour k ∈ {0, . . . ,m} et m ∈ {0, . . . ,M −1} et établissons qu’il en est de même pour
k = m+ 1. Puisque

xm+1 = xm + hf(h, tm, xm),

on a
Em+1(h) = Em(h) + h(f(h, tm, xm)− f(h, tm, xm)) + e(h, tm, xm).

Or la formule de Taylor montre que

|f(h, tm, xm)− f(h, tm, xm)| ≤ L1Em(h)

et la proposition 2.7.5 montre que

|e(h, tm, xm)| ≤Mp+1

hp+1

(p+ 1)!
.



2 SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS NORMAUX DU PREMIER ORDRE 41

Il s’ensuit que

|Em+1(h)| ≤ (1 + hL1)|Em(h)|+Mp+1

hp+1

(p+ 1)!
.

On en tire que

|Em+1(h)| ≤ (1 + hL1)
m+1 − 1

L1

Mp+1

(p+ 1)!
hp.

La conclusion en résulte aisément puisque

(1 + hL1)
m+1 − 1

L1

Mp+1

(p+ 1)!
hp ≤ eHL1 − 1

L1

Mp+1

(p+ 1)!
hp ≤ ε.

2.8 Méthodes de Runge-Kutta explicites

Considérons le système différentiel (*) et notons

ϕ : ]a, b[ −→ Rn

la solution maximale du problème de Cauchy associé à (t0, x0) ∈ Ω. Fixons h > 0

tel que [t0, t0 + h] ⊂ ]a, b[. Posons t1 = t0 + h et x1 = ϕ(t1). On a alors

x1 = x0 +

∫ t1

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ.

Soient ρ1, . . . , ρm et c1, . . . , cm les rapports et les coefficients d’une méthode d’inté-
gration numérique consistante à m points. On a alors

x1 ≈ x0 + h

m∑
j=1

cjf(t0j, x0j)

où t0j = t0 + ρjh et x0j = ϕ(t0j). Si nous disposons pour chaque j ∈ {2, . . . ,m} des
coefficients cj1, . . . , cj(j−1) d’une méthode d’intégration à j − 1 points consistante
de rapports ρj1 = ρ1/ρj, . . . , ρj(j−1) = ρj−1/ρj, nous pouvons aussi déduire de la
relation

x0j = x0 +

∫ t0j

t0

f(τ, ϕ(τ)) dτ

que

x0j ≈ x0 + ρjh

j−1∑
k=1

cjkf(t0j, x0j)
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pour j ∈ {2, . . . ,m}. Si nous supposons que ρ1 = 0, il est alors possible de construire
de proche en proche des approximations x0j des x0j au moyen des relations

x0j = x0 + ρjh

j−1∑
k=1

cjkf(t0j, x0j)

pour j ∈ {1, . . . ,m} et d’en déduire une approximation x1 de x1 par la formule

x1 = x0 + h

m∑
j=1

cjf(t0j, x0j).

Cela nous conduit à une méthode à pas simple pour la résolution de (*) pour laquelle

f(h, t0, x0) =
m∑
j=1

cjf 0j

les f
0j

étant déterminés par les relations

x0j = x0 + h

j∑
k=1

ρjcjkf 0k

f
0j

= f(t0j, x0j)

pour j ∈ {1, . . . ,m}.

Définition 2.8.1. On dit que la méthode présentée ci-dessus est la méthode de
Runge-Kutta explicite associée au tableau

ρ1 0

ρ2 a21 0
...

... . . .
ρm−1 a(m−1)1 a(m−1)2 0

ρm am1 am2 · · · am(m−1) 0

c1 c2 · · · cm−1 cm

(T)

où

ajk =

{
ρjcjk si k < j

0 sinon

pour j ∈ {2, . . . ,m}.
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Remarque 2.8.2. Le tableau de la définition précédente n’est pas entièrement arbi-
traire puisque la consistance des méthodes d’intégration numérique utilisées entraîne
que l’on a

m∑
j=1

cj = 1 et
j−1∑
k=1

ajk = ρj

pour j ∈ {1, . . . ,m}.

Vu ce qui a été dit plus haut, une méthode de Runge-Kutta explicite est toujours
convergente lorsque f(t, x) est lipschitzien par rapport à x et continu sur Ω. Elle sera
aussi toujours d’ordre ≥ 1. On obtient également assez aisément le résultat suivant :

Proposition 2.8.3. La méthode de Runge-Kutta explicite associée au tableau (T)
est d’ordre ≥ 2 si et seulement si

m∑
j=1

cjρj =
1

2

c’est-à-dire si la méthode MSc,ρ est exacte pour les polynômes de degré ≤ 1.

Démonstration. En gardant les notations introduites plus haut, on a

∂f

∂h
=

m∑
j=1

cj
∂f

0j

∂h

∂x0j

∂h
=

j−1∑
k=1

ajkf 0k
+ h

j−1∑
k=1

ajk
∂f

0k

∂h

et
∂f

0j

∂h
=
∂f

∂t
(t0j, x0j)ρj +

∂f

∂x
(t0j, x0j)

∂x0j

∂h
.

En h = 0, on en tire que

∂f

∂h

∣∣∣∣
h=0

=
m∑
j=1

cj
∂f

0j

∂h

∣∣∣∣∣
h=0

∂x0j

∂h

∣∣∣∣
h=0

=

j−1∑
k=1

ajkf(t0, x0) = ρjf(t0, x0)

et
∂f

0j

∂h

∣∣∣∣∣
h=0

= ρj

[
∂f

∂t
(t0, x0) +

∂f

∂x
(t0, x0)f(t0, x0)

]
.
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On aura donc
∂f

∂h
(0, t0, x0) =

1

2
ϕ′′(t0)

pour tout f de classe C1 sur Ω si et seulement si
m∑
j=1

cjρj =
1

2
.

Au prix de calculs plus lourds, on peut aussi montrer que :

Proposition 2.8.4. La méthode de Runge-Kutta explicite associée au tableau (T)
est d’ordre ≥ 3 si et seulement si

m∑
j=1

cjρj =
1

2
,

m∑
j=1

cjρ
2
j =

1

3
,

m∑
j=1

j−1∑
k=1

cjajkρk =
1

6

et d’ordre ≥ 4 si et seulement si
m∑
j=1

cjρj =
1

2
,

m∑
j=1

cjρ
2
j =

1

3
,

m∑
j=1

cjρ
3
j =

1

4
,

m∑
j=1

j−1∑
k=1

cjajkρk =
1

6
,

m∑
j=1

j−1∑
k=1

cjajkρ
2
k =

1

12
,

m∑
j=1

j−1∑
k=1

cjρjajkρk =
1

8

m∑
j=1

j−1∑
k=1

k−1∑
l=1

cjajkaklρl =
1

12
.

Exemples 2.8.5.
(a) Si m = 1 le seul tableau possible est

0 0

1

et la méthode de Runge-Kutta explicite associée correspond à

f(h, t0, x0) = f(t0, x0).

Elle est donc identique à la méthode d’Euler et est d’ordre 1.
(b) Si m = 2 les tableaux possibles sont de la forme

0 0 0

ρ ρ 0

1− c c
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avec ρ ∈ ]0, 1] et c ∈ R. La méthode de Runge-Kutta associée sera d’ordre 1 si c 6= 1
2ρ

et d’ordre 2 si c = 1
2ρ
.

Le cas ρ = 1/2, c = 1 donne une méthode pour laquelle

f(h, t0, x0) = f

(
t0 +

h

2
, y0 +

f(t0, x0)

2

)
et que l’on appelle souvent méthode du point milieu.

Le cas ρ = 1, c = 1/2 correspond à la méthode d’Euler modifiée puisque dans ce
cas,

f(h, t0, x0) =
1

2
f(t0, x0) +

1

2
f(t0 + h, x0 + hf(t0, x0)).

(c) La méthode de Runge-Kutta « classique » correspond au tableau

0 0

1/2 1/2 0

1/2 0 1/2 0

1 0 0 1 0

1/6 2/6 2/6 1/6

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’elle est d’ordre 4.



3 Transformation de Laplace

3.1 Définition et premiers exemples

Définition 3.1.1. Soit f une fonction définie presque partout sur ]0,+∞[. On dit
que f admet une transformée de Laplace si e−ztf(t) est intégrable sur ]0,+∞[ pour
au moins un z ∈ C. Dans ce cas, on appelle transformée de Laplace de f la fonction

z 7→
∫ ∞

0

e−ztf(t) dt

définie pour tous les z ∈ C pour lesquels e−ztf(t) est intégrable sur ]0,+∞[. La
transformée de Laplace de f sera notée L f ou encore Lt−→z(f(t)) si on veut insister
sur les variables en jeu. Pour alléger les notations, on posera aussi

Lz f = (L f)(z).

Comme e−ztf(t) est intégrable sur ]0,+∞[ si et seulement si

|e−ztf(t)| = e−(<z)t|f(t)|

est intégrable sur ]0,+∞[, il est clair que le domaine de définition de L f est égal à
Γf × R où

Γf = {x ∈ R : e−xtf(t) ∈ L1(]0,+∞[)}.

Proposition 3.1.2. Si f est une fonction définie presque partout sur ]0,+∞[ admet-
tant une transformée de Laplace alors Γf est un intervalle d’un des types suivants :

(a) ]−∞,+∞[ ;

(b) [c,+∞[ ;

(c) ]c,+∞[.

Démonstration. D’après nos hypothèses, Γf est non vide. De plus, si x0 ∈ Γf et si
x ≥ x0 alors la majoration

e−xt|f(t)| ≤ e−x0t|f(t)|

montre que x ∈ Γf . Si Γf n’est pas minoré, il s’ensuit que Γf = R et on est dans le
cas (a). Si, par contre, Γf est minoré, il possède une borne inférieure c. Pour tout
x > c, il existe x0 ∈ Γf tel que x ≥ x0. Cela entraîne que ]c,+∞[ ⊂ Γf . Comme
Γf ⊂ [c,+∞[ par construction, on doit donc avoir Γf = ]c,+∞[ ou Γf = [c,+∞[.

1
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Définition 3.1.3. Dans les conditions de la proposition précédente, on définit
l’abscisse de convergence cf de la transformée de Laplace de f comme étant −∞
dans le cas (a) et c dans les cas (b) et (c). On appelle ouvert de convergence de la
transformée de Laplace de f l’ouvert

Ωf = ]cf ,+∞[× R.

Remarque 3.1.4. La notion de transformée de Laplace est très liée à celle de
transformée de Fourier. En effet :
(a) Si f est une fonction définie presque partout sur ]0,+∞[ et si on prolonge f par
0 sur ]−∞, 0] alors la transformée de Laplace de f est définie en z = x + iy ∈ C si
et seulement si e−xtf(t) admet un transformée de Fourier au sens L1. De plus, dans
ce cas, on a

Lt−→z(f(t)) = F−t−→y(e
−xtf(t)).

(b) Soit f une fonction définie presque partout sur R. Alors f(t) est intégrable sur
R si et seulement si les transformées de Laplace de f(t) et f(−t) sont définies en 0.
De plus, dans ce cas, ces transformées sont au moins définies sur [0,+∞[×R et on
a

F±t−→ξ f(t) =

∫ ∞
0

e±iξtf(t) dt+

∫ 0

−∞
e±iξtf(t) dt

=

∫ ∞
0

e±iξtf(t) dt+

∫ ∞
0

e∓iξtf(−t) dt

= Lt−→±iξ(f(t)) + Lt−→∓iξ(f(−t)).

En particulier, les valeurs des transformées de Laplace de f(t) et f(−t) sur l’axe
imaginaire déterminent la transformée de Fourier de f .

Remarque 3.1.5. Bien que la notion de transformée de Laplace soit très liée à celle
de transformée de Fourier, il y a cependant beaucoup plus de fonctions admettant
une transformée de Laplace que de fonctions admettant une transformée de Fourier.
En effet :
(a) Si f est mesurable sur ]0,+∞[ et s’il existe C > 0 et a ∈ R tels que

f(t) ≤ Ceat

pour t > 0, alors la transformée de Laplace de f est au moins définie sur le demi-plan
ouvert ]a,+∞[× R (i.e. on a cf ≤ a). En effet, dans ce cas

e−xtf(t) ≤ Ce(a−x)t

est intégrable sur ]0,+∞[ pour tout x > a.
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(b) Il résulte en particulier de (a) que si f est mesurable et bornée sur ]0,+∞[ alors
L f est au moins défini sur ]0,+∞[× R.
(c) Il résulte aussi de (a) que toute exponentielle polynôme du type

f(t) =
K∑
k=1

Pk(t)e
akt

où Pk(t) est un polynôme de degré dk admet une transformée de Laplace définie au
moins en tout z tel que

<z > sup
1≤k≤K

<ak.

Exemples 3.1.6.
(a) On a

Lt−→z(e
at) =

∫ ∞
0

e−zteat dt =
e(a−z)t

a− z

∣∣∣∣∞
0

=
1

z − a
,

le domaine de définition étant {z : <z > a}. En particulier,

L(1) =
1

z

sur {z : <z > 0}.
(b) Pour tout n ∈ N0, on a

Lt−→z(t
n) =

∫ ∞
0

e−zttn dz = tn
e−zt

−z

∣∣∣∣∞
0

+ n

∫ ∞
0

e−zt

z
tn−1 dt =

n

z
Lt−→z(t

n−1)

si <z > 0. En particulier,

Lt−→z(t
n) =

n!

zn+1

pour tout n ∈ N, le domaine de définition étant {z : <z > 0}.
(c) Si 0 ≤ a, on a

Lt−→z(χ]a,+∞[(t)) =

∫ +∞

a

e−zt dt =
e−zt

−z

∣∣∣∣+∞
a

= −e
−az

−z
=
e−az

z

si <z > 0.

3.2 Linéarité

Proposition 3.2.1. Soit (fk)0≤k≤K une famille de fonctions définies presque par-
tout sur ]0,+∞[ et soit (ck)0≤k≤K une famille de coefficients complexes. Alors, la
transformée de Laplace de

K∑
k=0

ckfk
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est définie en tout z où chaque L fk est définie et en un tel z, on a

Lz

(
K∑
k=0

ckfk

)
=

K∑
k=0

ck Lz fk.

Démonstration. Cela résulte directement de la linéarité de l’intégrale.

Exemples 3.2.2. Une application directe du résultat précédent permet de calculer
les transformées de Laplace des fonctions sin, cos, sh, ch.
(a) On a

Lt−→z(sin at) = Lt−→z

(
eiaz − e−iaz

2i

)
=

1

2i

(
1

z − ia
− 1

z + ia

)
=

a

z2 + a2

et

Lt−→z(cos at) = Lt−→z

(
eiaz + e−iaz

2

)
=

1

2

(
1

z − ia
+

1

z + ia

)
=

z

z2 + a2

si <z > |=a|.
(b) On a

Lt−→z(sh at) = Lt−→z

(
eaz − e−az

2

)
=

1

2

(
1

z − a
− 1

z + a

)
=

a

z2 − a2

et
Lt−→z(ch at) = Lt−→z

(
eaz + e−az

2

)
=

1

2

(
1

z − a
+

1

z + a

)
=

z

z2 − a2

si <z > |<a|.

3.3 Holomorphie et comportement à l’infini des images

Proposition 3.3.1. Soit f une fonction définie presque partout sur ]0,+∞[ ad-
mettant une transformée de Laplace. Alors L f est holomorphe sur son ouvert de
convergence et sur cet ouvert

(L f)(n)(z) = Lt−→z((−t)nf(t)).

Démonstration. On a
(L f)(z) =

∫ ∞
0

e−ztf(t) dt

sur Ωf = ]cf ,+∞[× R. L’intégrand

e−ztf(t)
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est clairement holomorphe en z ∈ C pour presque tout t ∈ ]0,+∞[. De plus,

∂p

∂zp
∂q

∂zq
(e−ztf(t)) = (−t)pδq0e−ztf(t)

pour presque tout t ∈ ]0,+∞[. Soit K un compact de Ωf . Comme <z réalise son
minimum sur K, il existe a > cf tel que K ⊂ [a,+∞[× R. Pour un tel a, on a

sup
K

∣∣∣∣ ∂p∂zp ∂q∂zq (e−ztf(t))

∣∣∣∣ ≤ |t|pδq0e−at|f(t)|.

Si ε > 0 est choisi tel que a− ε > cf on en tire que

sup
K

∣∣∣∣ ∂p∂zp ∂q∂zq (e−ztf(t))

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈]0,+∞[

(
|t|pδq0e−εt

)
e−(a−ε)t|f(t)|

et, comme la majorante est intégrable sur ]0,+∞[, les conditions d’application du
théorème de dérivation des intégrales paramétriques sont vérifiées. Il s’ensuit que
Lz f est de classe C∞ sur Ωf et que

∂p

∂zp
∂q

∂zq
(Lz f) =

∫ ∞
0

∂p

∂zp
∂q

∂zq
(e−tzf(t)) dt = δq0

∫ ∞
0

e−tz(−t)pf(t) dt

d’où la conclusion.

Corollaire 3.3.2. Si f est transformable par Laplace et s’il existe T tel que f = 0

presque partout sur ]T,+∞[ alors L f est holomorphe sur C.

Démonstration. En effet, dans ce cas,∫ ∞
0

e−ztf(t) dt =

∫ T

0

e−ztf(t) dt

a un sens quel que soit z ∈ C.

Exemple 3.3.3. Si 0 ≤ a < b, on a

Lt−→z(χ]a,b](t)) =

∫ b

a

e−zt dt =
e−zt

−z

∣∣∣∣b
a

=
e−bz − e−az

−z
=
e−az − e−bz

z

si z 6= 0 et
Lt−→z(χ]a,b](t)) = b− a

si z = 0. Comme h(z) = e−az − e−bz possède un zéro simple en z = 0 et comme
h′(0) = −a+ b, on a

lim
z−→0
z 6=0

e−az − e−bz

z
= b− a

et la transformée de Laplace étudiée est bien holomorphe sur C tout entier.
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Proposition 3.3.4. Soit f une fonction définie presque partout sur ]0,+∞[. Sup-
posons que la transformée de Laplace de f soit définie en z0 ∈ C. Alors,

lim
z−→∞
<z≥x0

Lz f = 0.

Démonstration. Par translation, on peut se ramener au cas où x0 = 0. Dans ce cas,
f est intégrable sur ]0,+∞[. Il existe donc une fonction étagée α à support dans
]0,+∞[ telle que ∫ ∞

0

|f(t)− α(t)| dt ≤ ε/2.

Pour tout z ∈ C tel que <z ≥ 0 on a alors

Lz f = Lz(f − α) + Lz α

et

| Lz f | ≤ | Lz(f − α)|+ | Lz α|

≤
∫
e−<zt|f(t)− α(t)| dt+ | Lz α|

≤ ε

2
+ | Lz α|.

Comme

α =
K∑
k=1

ckχ]ak,bk] avec 0 < ak < bk

on a

Lz α =
K∑
k=1

ck
e−akz − e−bkz

z

et

| Lz α| ≤
K∑
k=1

|ck|
e−akx + e−bkx

|z|
≤

(
K∑
k=1

|ck|

)
2

|z|

si <z ≥ 0. On en tire qu’il existe R > 0 tel que

| Lz α| ≤ ε/2

si |z| ≥ R et si <z ≥ 0. Pour un tel R, on a donc

| Lz f | ≤
ε

2
+
ε

2
= ε

si |z| ≥ R et si <z ≥ 0. Comme ε > 0 peut être choisi arbitrairement, on a en fait
montré que

lim
z−→∞
<z≥0

Lz f = 0.
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3.4 Injectivité

Proposition 3.4.1. Soient f et g deux fonctions définies presque partout sur
]0,+∞[. Supposons que les transformées de Laplace de f et de g soient définies
sur un voisinage V de z0 ∈ C et coïncident en les points d’une suite infinie (zm)m≥1

qui converge vers z0. Alors f(t) = g(t) pour presque tous les t ∈ ]0,+∞[.

Démonstration. Posons Ω = Ωf ∩Ωg. Vu le résultat précédent, la fonction L f −L g
est holomorphe sur Ω. De plus, vu nos hypothèses, elle possède un zéro non isolé
dans Ω. Comme Ω est de la forme ]c,+∞[ × R, c’est un ouvert connexe de C et le
principe du prolongement analytique montre que L f−L g = 0 sur Ω. En particulier,
L f et L g coïncident sur une droite parallèle à l’axe des y. La conclusion résulte donc
du point (a) de la Remarque 3.1.4 et l’injectivité de la transformation de Fourier
L1.

3.5 Images des translatées et des dilatées

Proposition 3.5.1. Soit f une fonction définie presque partout sur ]0,+∞[ et soient
a ∈ C, τ > 0, λ > 0.

(a) Si on convient de prolonger f(t) par 0 pour t ≤ 0, alors la transformée de
Laplace de f(t− τ) est définie en z si et seulement s’il en est de même de L f
et on a

Lt−→z(f(t− τ)) = e−τz Lz f.

(b) La transformée de Laplace de eatf(t) est définie en z si et seulement si L f est
définie en z − a et on a

Lt−→z(e
atf(t)) = Lz−a f.

(c) La transformée de Laplace de f(t/λ) est définie en z si et seulement si L f est
définie en λz et on a

Lt−→z(f(t/λ)) = λLλz f.

Démonstration. (a) Comme

e−tzf(t− τ) = e−τze−(t−τ)zf(t− τ)

le théorème d’intégration par changement de variable montre que e−tzf(t − τ) est
intégrable sur R si et seulement s’il en est de même de

e−τze−tzf(t)
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et que dans ce cas on a∫
e−tzf(t− τ) dt =

∫
e−τze−tzf(t) dt.

La conclusion en découle aussitôt.
(b) Il est clair que

e−tzeatf(t) = e−(z−a)tf(t)

est intégrable sur ]0,+∞[ si et seulement si L f est définie en z − a et que dans ce
cas, on a

Lt−→z(e
atf(t)) =

∫ ∞
0

e−tzeatf(t) dt =

∫ ∞
0

e−(z−a)tf(t) dt = Lz−a f.

(c) Comme
e−ztf(t/λ) = e−(λz)(t/λ)f(t/λ)

le théorème d’intégration par changement de variable donne immédiatement le résul-
tat annoncé.

Remarque 3.5.2. Grâce au résultat précédent, on peut parfois se débarrasser des
paramètres dont dépend la fonction à transformer. Par exemple :
(a) On a

Lt−→z(e
at) = Lz−a(1) =

1

z − a
si <z > <a.
(b) On a

Lz(χ]a,+∞[) = Lt−→z(χ]0,+∞[(t− a)) = e−az Lz(1) =
e−az

z

si <z > 0.

Exemple 3.5.3. Supposons que f(t) soit la restriction à ]0,+∞[ de l’exponentielle
polynôme

P1(t)e
a1t + · · ·+ PK(t)eaKt

où Pk(t) est un polynôme de degré dk. Écrivons Pk(t) sous la forme

Pk(t) =

dk∑
l=0

cklt
l.

Comme
Lz(tn) =

n!

zn+1
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si <z > 0, la formule de translation montre que

Lz(tneat) =
n!

(z − a)n+1

si <z > <a. La linéarité de la transformée de Laplace montre alors que

Lz

(
K∑
k=1

Pk(t)e
akt

)
=

K∑
k=1

dk∑
l=0

ckl Lz(tleakt)

=
K∑
k=1

dk∑
l=0

ckl
l!

(z − ak)l+1

si <z > sup1≤k≤K <ak. Il s’ensuit que Lz f coïncide sur

Ω = {z : <z > sup
1≤k≤K

<ak}

avec une fonction rationnelle dont les pôles sont les a1, . . . , aK ; l’ordre du pôle ak
étant égal à dk + 1.

Remarque 3.5.4. En tenant compte de l’exemple précédent et en utilisant la dé-
composition en fractions simples, on voit que si R(z) est une fonction rationnelle
de pôles a1, . . . , aK et si l’ordre de ak est αk alors R(z) coïncide sur {z : <z >

sup1≤k≤K <ak} avec Lt−→z f(t) où f(t) est la restriction à ]0,+∞[ d’une exponen-
tielle polynôme de la forme

f(t) = P1(t)e
a1t + · · ·+ PK(t)eaKt

avec degP1 = α1 − 1, . . . , degPK = αK − 1. Ce résultat est connu classiquement
sous le nom de théorème de développement de Heavyside.

3.6 Images des dérivées

Proposition 3.6.1. Soit f une fonction de classe C1 sur ]0,+∞[. Supposons que
les transformées de Laplace de f et de f ′ soient définies en z ∈ C. Alors,

(a) la fonction f(t) possède une limite finie f(0+) pour t −→ 0+ ;

(b) l’expression e−ztf(t) tend vers 0 pour t −→ +∞ ;

(c) on a
Lz f ′ = z Lz f − f(0+).
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Démonstration. Comme

(e−ztf(t))′ = −ze−ztf(t) + e−ztf ′(t)

l’intégrabilité de e−ztf(t) et de e−ztf ′(t) sur ]0,+∞[ entraîne que l’on a

f(0+) = lim
t−→0+

e−ztf(t) ∈ R, lim
t−→∞ e

−ztf(t) = 0

et que

0− f(0+) = −z
∫ ∞

0

e−ztf(t) dt+

∫ ∞
0

e−ztf ′(t) dt.

La conclusion en résulte aussitôt.

Corollaire 3.6.2 (Formule de la valeur initiale). Soit f une fonction de classe C1

sur ]0,+∞[. Supposons que les transformées de Laplace de f et de f ′ soient définies
en z0 ∈ C. Alors

lim
t−→0+

f(t) = lim
z−→∞
<z≥x0

z Lz f.

Démonstration. Cela découle directement du résultat précédent et du fait que

lim
z−→∞
<z≥x0

Lz f ′ = 0.

Corollaire 3.6.3. Soit f une fonction de classe Cp sur ]0,+∞[. Supposons que les
transformées de Laplace de f, f ′, . . . , f (p) soient définies en z ∈ C. Alors,

(a) les fonctions f(t), f ′(t), . . . , f (p−1)(t) possèdent des limites finies en 0+ ;

(b) les expressions e−ztf(t), . . . , e−ztf (p−1)(t) tendent vers 0 pour t −→ +∞ ;

(c) on a

Lz f (p) = zp Lz f − zp−1f(0+)− · · · − zf (p−2)(0+)− f (p−1)(0+).

Démonstration. Il suffit de procéder par récurrence et d’utiliser la Proposition 3.6.1
à chaque étape.

Remarque 3.6.4. Les résultats précédents sont à la base d’une méthode très effi-
cace de résolution du problème aux valeurs initiales pour les systèmes d’équations
différentielles linéaires à coefficients constants.
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A titre d’exemple, fixons une matrice complexe A de type (n, n) et considérons
le problème consistant à trouver une fonction ~f de classe C1 sur [0,+∞[ et à valeurs
dans Cn telle que {

~f ′(t) = A~f(t) +~b(t) si t ≥ 0

~f(t) = ~f0 si t = 0
(*)

la fonction ~b(t) étant supposée continue sur [0,+∞[.
On sait par le théorie générale des équations différentielles ordinaires (théorème

de Cauchy-Lipschitz) que ce problème possède une et une seule solution.
Supposons d’abord que la solution ~f(t) et sa dérivée ~f ′(t) possèdent des trans-

formées de Laplace. Alors, il en est de même de ~b(t) et on a

z Lz ~f − ~f0 = ALz ~f + Lz~b

si <z � 0. Il s’ensuit que

Lz ~f = (zI − A)−1(~f0 + Lz~b)

si <z � 0.
Réciproquement, supposons que~b(t) admette une transformée de Laplace et qu’il

existe une fonction f de classe C1 sur [0,+∞[ dont la dérivée admet une transformée
de Laplace et qui est telle que

Lz ~f = (zI − A)−1(~f0 + Lz~b)

si <z � 0. Alors, pour x0 � 0, la formule de la valeur initiale montre que

~f(0) = lim
z−→∞ z Lz

~f = lim
z−→∞
<z≥x0

(
I − 1

z
A

)−1

(~f0 + Lz~b) = ~f0.

Comme de plus,

Lz(~f ′ − A~f) = z(zI − A)−1(~f0 + Lz~b)− ~f0 − A(zI − A)−1(~f0 + Lz~b) = Lz~b

l’injectivité de la transformation de Laplace montre que la fonction ~f est bien
l’unique solution de (*) de classe C1 sur [0,+∞[.

Bien sûr, pour que la méthode précédente fonctionne, il faut qu’il soit possible
de trouver une fonction f ayant les propriétés indiquées.

Nous allons montrer que tout se passe bien si ~b = 0 et nous montrerons plus tard
grâce à la convolution que tout se passe bien également dans le cas plus général où
~b admet une transformée de Laplace.
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Supposons donc que ~b = 0. Vu les formules de Cramer, les composantes de
(zI − A)−1 ~f0 sont des fonctions rationnelles dont les pôles sont des valeurs propres
de A. Tenant compte de la Remarque 3.5.4, cela montre qu’il existe une fonction ~f

telle que
Lz ~f = (zI − A)−1 ~f0

si <z � 0 et que ~f est la restriction à [0,+∞[ d’une exponentielle polynôme de la
forme

~g(t) = ~P1(t)e
λ1t + · · ·+ ~Pm(t)eλmt

où λ1, . . . , λm sont des valeurs propres de A et où les composantes de ~Pk(t) sont des
polynômes en t de degrés strictement inférieurs à la multiplicité de λk comme valeur
propre de A. Comme ~g(t) est de classe C∞ sur R et que ~g′(t) est également une
exponentielle polynôme, il est clair que la fonction ~f vérifie les conditions requises
pour être la solution de classe C1 sur [0,+∞[ du problème (*).

Exemple 3.6.5. Appliquons la méthode de la remarque précédente pour trouver la
solution de classe C1 sur [0,+∞[ du système{

f ′ = −g
g′ = f

telle que f(0) = 0, g(0) = 1. Notons F et G les transformées de Laplace de f et g.
Le système déterminant F et G est{

zF (z) = −G(z)

zG(z)− 1 = F (z)

On a donc
F (z) =

−1

z2 + 1
et G(z) =

z

z2 + 1

si <z � 0. On en tire que la solution du système de classe C1 sur [0,+∞[ est donnée
par

f(t) = − sin t et g(t) = cos t

si t ≥ 0.

Remarque 3.6.6. Considérons à présent un système d’équations différentielles li-
néaires à coefficients constants d’ordre d > 0 général du type

Ad ~f
(d) + · · ·+ A0

~f = ~b (*)

où les matrices complexes Ad, . . . , A0 sont de type (m,n) et où ~b est continu sur
[0,+∞[.
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La méthode développée plus haut pour résoudre un système du type

~f ′ = A~f

peut être adaptée pour trouver les solutions ~f(t) de (*) qui sont de classe Cd sur
[0,+∞[ et pour lesquelles ~f(t), . . . , ~f (d)(t) admettent des transformées de Laplace.

En effet, soit ~f une telle solution et soient ~f0, . . . , ~fd−1 les valeurs ~f(t), . . . ,
~f (d−1)(t) en t = 0. Il découle des hypothèses sur ~f que le premier membre de (*)
possède un transformée de Laplace. Il en est donc de même de ~b. En transformant
l’égalité (*) par Laplace et en tenant compte du Corollaire 3.6.3 on voit que Lz f
est solution pour <z � 0 d’un système linéaire de la forme

(Adz
d + · · ·+ A0)Lz ~f = B0(z)~f0 + . . . Bd−1(z)~fd−1 + Lz~b

où les Bk(z) sont des matrices de type (m,n) dont les composantes sont des poly-
nômes complexes de degré < d− k.

Réciproquement, si ~b admet une transformée de Laplace, si ~F (z) est une solution
du système

(Adz
d + · · ·+ A0)~F (z) = B0(z)~f0 + . . . Bd−1(z)~fd−1 + Lz~b

pour <z � 0 et s’il existe ~f(t) tel que

(i) ~f(t) est de classe Cd sur [0,+∞[ ;

(ii) les fonctions ~f(t), . . . , ~f (d)(t) admettent des transformées de Laplace ;

(iii) on a ~f(0) = ~f0, . . . , ~f (d−1)(0) = ~fd−1 ;

(iv) on a Lz ~f = F (z) pour <z � 0,

alors l’injectivité de la transformation de Laplace montre que f est solution de (*).
Signalons qu’il se peut que le système (*) ne possède pas de solution de classe Cn

calculable par Laplace pour certains jeux de conditions initiales ~f(0), . . . , ~f (n−1)(0) et
certains seconds membres ~b même si ceux-ci admettent une transformée de Laplace.
Ce cas de figure gênant ne se produit cependant pas lorsque le système (*) est normal
(i.e. lorsque l’on m = n et detAd 6= 0).

Exemple 3.6.7. Appliquons le méthode précédente pour obtenir la solution de
l’équation

f ′′ − f = t
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telle que f(0) = 0, f ′(0) = 1. On sait que cette solution est une exponentielle
polynôme. On a donc

z2 Lz f − zf(0)− f ′(0)− Lz f =
1

z2

pour <z � 0. On en tire que

(z2 − 1)Lz f =
z2 + 1

z2

puis que

Lz f =
z2 + 1

z2(z2 − 1)
= − 1

z2
+

1

z − 1
− 1

z + 1
.

Ainsi,
Lz f = Lz

(
−t+ (et − e−t)

)
= Lz(−t+ 2 sh t)

et
f(−t) = −t+ 2 sh t

pour t > 0.

Proposition 3.6.8 (Formule de la valeur finale). Soit f une fonction de classe C1

sur ]0,+∞[. Supposons que f ′ soit intégrable sur ]0,+∞[. Alors

(a) f(t) est bornée et possède des limites finies en 0+ et en +∞ ;

(b) Lz f (resp. Lz f ′) est définie si <z > 0 (resp. si <z ≥ 0) ;

(c) on a
lim

t−→+∞
f(t) = lim

z−→0
<z>0

z Lz f.

Démonstration. Pour tous t0, t1 > 0, on a

f(t1)− f(t0) =

∫ t1

t0

f ′(t) dt.

Comme f ′(t) est intégrable sur ]0,+∞[ on voit que les limites

f(0+) = lim
t−→0+

f(t) et f(+∞) = lim
t−→+∞

f(t)

existent et sont finies et on a

f(+∞)− f(0+) =

∫ ∞
0

f ′(t) dt.
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Comme f(t) est aussi continue sur ]0,+∞[, il est clair que f(t) est bornée. Il s’ensuit
que Lz f est définie si <z > 0. Comme f ′(t) est intégrable sur ]0,+∞[, Lz f ′ est
définie si <z ≥ 0. Il résulte alors de la Proposition 3.6.1 que

Lz f ′ = z Lz f − f(0+)

si <z > 0. De plus,

lim
z−→0
<z>0

Lz f ′ = lim
z−→0
<z>0

∫ ∞
0

e−ztf ′(t) dt =

∫ ∞
0

f ′(t) dt = f(+∞)− f(0+).

Donc,
lim
z−→0
<z>0

z Lz f = lim
z−→0
<z>0

L f ′ + f(0+) = f(+∞).

Exemple 3.6.9. Considérons une massem tombant verticalement dans une colonne
d’huile. Notons x(t) la distance entre la position de la masse au temps t et sa positon
au temps t = 0. L’équation de Newton s’écrit

ma(t) = −cv(t) +mg

où a(t) = x′′(t), v(t) = x′(t) et où c désigne une constante liée à la viscosité de
l’huile. Comme a(t) = v′(t), on voit que

m(z Lz v − v(0)) = −cLz v +
mg

z
.

Ainsi,

Lz v =
mv(0)z +mg

z(mz + c)

et le résultat précédent montre que

v(+∞) =
mg

c
.

3.7 Images des convolées

Proposition 3.7.1. Soient f et g des fonctions définies presque partout sur ]0,+∞[.
Prolongeons f et g par zéro sur ]−∞, 0] et supposons que les transformées de Laplace
de f et de g soient définies en z ∈ C. Alors,

(a) le produit de convolution f ∗ g est défini presque partout sur R et on a

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0

f(τ)g(t− τ) dτ

pour presque tout t ∈ R. En particulier, f ∗ g s’annule presque partout sur
]−∞, 0].
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(b) la transformée de Laplace de f ∗ g est définie en z et on a

Lz(f ∗ g) = Lz f Lz g.

Démonstration. Comme

fx(t) = e−xtf(t) et gx(t) = e−xtg(t)

sont intégrables sur R, on sait que la fonction

fx ∗ gx

est définie presque partout sur R et y est intégrable. La fonction

fx(t− τ)gx(τ) = e−x(t−τ)f(t− τ)e−xτg(τ) = e−xtf(t− τ)g(τ)

est donc intégrable en τ pour presque tout t ∈ R. Il s’ensuit que f ∗g est défini pour
presque tout t ∈ R et que

fx ∗ gx = e−xt(f ∗ g)

est intégrable sur R, ce qui entraîne en particulier que la transformée de Laplace de
f ∗ g est définie en z. Comme f et g sont nuls presque partout sur ]−∞, 0], on a
aussi

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0

f(τ)g(t− τ) dτ

d’où l’on tire que f ∗ g = 0 presque partout sur ]−∞, 0]. Vu les propriétés de la
transformée de Fourier L1, on voit que

F−y (fx ∗ gx) = F−y fxF−y gx

pour tout y ∈ R. Il s’ensuit que

F−t−→y(e
−xt(f ∗ g)(t)) = F−t−→y(e

−xtf(t))F−t−→y(e
−xtg(t))

pour tout y ∈ R et en particulier que

Lz(f ∗ g) = Lz f Lz g.

Exemples 3.7.2. (b) Soit ~b(t) une fonction continue sur [0,+∞[ à valeurs dans Cn

et soit ~f0 un vecteur de Cn. On sait par la théorie des équations différentielles que
le problème {

~f ′(t) = A~f(t) +~b(t) si t ≥ 0

~f(t) = ~f0 si t = 0
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possède une et une seule solution de classe C1 sur [0,+∞[. Montrons qu’il est possible
de calculer f par la méthode exposée dans la Remarque 3.6.4 si ~b(t) admet une
transformée de Laplace.

On sait déjà que cela est possible si ~b = 0 et que, dans ce cas, ~f est une expo-
nentielle polynôme. Il existe donc une matrice U(t) d’exponentielles polynômes telle
que {

U ′(t) = AU(t) si t ≥ 0

U(t) = I si t = 0
(*)

et pour laquelle
Lz U = (zI − A)−1.

On sait aussi que si f est une solution du problème de départ de classe C1 sur
[0,+∞[ et qui admet une transformée de Laplace alors

Lz ~f = (zI − A)−1(~f0 + Lz~b)

si <z � 0. Comme
Lz U = (zI − A)−1

il vient
Lz ~f = (Lz U)~f0 + Lz U Lz~b = Lz[U ~f0 + (Uχ[0,+∞[) ∗~b]

si <z � 0. On a donc
~f = U ~f0 + (Uχ[0,+∞[) ∗~b

pour t ≥ 0.
Réciproquement, si ~f est défini par la formule précédente, alors on vérifie faci-

lement que ~f est de classe C1 sur [0,+∞[, que ~f(0) = ~f0 et que f(t) admet une
transformée de Laplace. Il s’ensuit aussitôt que ~f(t) est solution du problème initial.

3.8 Images des primitives

Proposition 3.8.1. Soit f une fonction définie presque partout sur ]0,+∞[. Pro-
longeons f par 0 sur ]−∞, 0] et supposons que la transformée de Laplace de f soit
définie en un z ∈ C tel que <z > 0. Alors la fonction

ϕ(t) =

∫ t

0

f(τ) dτ

est définie et continue sur R et s’annule sur ]−∞, 0]. De plus, la transformée de
Laplace de ϕ est définie en z et on a

Lz ϕ =
1

z
Lz f.
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Démonstration. Comme la fonction e−zτf(τ) est intégrable en τ sur R, la fonction
f(τ) est intégrable sur ]0, t[ . Il s’ensuit que ϕ(t) est bien défini pour tout t ∈ R et
que l’on a ϕ(t) = 0 si t < 0. De plus, comme

ϕ(t+ h)− ϕ(t) =

∫ t+h

t

f(τ) dτ =

∫
f(τ)χ]t,t+h[(τ) dτ

le théorème de Lebesgue montre que

lim
h−→0

ϕ(t+ h)− ϕ(t) = 0.

La fonction ϕ(t) est donc continue sur R. Comme on a aussi

ϕ = f ∗ χ]0,+∞[

La Proposition 3.7.1 montre que la transformée de Laplace est définie en z et que
l’on a

Lz ϕ = Lz f Lz 1 =
1

z
Lz f.

3.9 Inversion de la transformation de Laplace

Proposition 3.9.1. Soit f une fonction définie presque partout sur ]0,+∞[. Posons

F (z) = Lz f (∀z ∈ Γf × R)

et supposons que F (x0 + iy0) soit intégrable en y0 pour un x0 > cf . Alors,

f(t) =
1

2π

∫
et(x0+iy0)F (x0 + iy0) dy0 = lim

R−→+∞

1

2iπ

∫
[x0−iR,x0+iR]

etz0F (z0) dz0

pour presque tout t ∈ ]0,+∞[.

Démonstration. Prolongeons f(t) par zéro pour t < 0. On a alors

F (x0 + iy0) = F−t−→y0

(
e−tx0f(t)

)
et l’hypothèse combinée à la formule d’inversion de Fourier montre que l’on a

e−tx0f(t) =
1

2π
F+
y0−→t(F (x0 + iy0)) =

1

2π

∫
eity0F (x0 + iy0) dy0

pour presque tout t > 0. On en tire que

f(t) =
1

2π

∫
et(x0+iy0)F (x0 + iy0) dy0 =

1

2iπ
lim

R−→+∞

∫
[x0−iR,x0+iR]

etz0F (z0) dz0

pour presque tout t > 0.
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Remarque 3.9.2. Soit F une fonction holomorphe sur un ouvert du type ]c,+∞[+

iR. Si F coïncide avec la transformée de Laplace de f pour <z � 0, si F (x0 + iy0)

est intégrable en y0 pour un x0 > sup(cf , c), alors la proposition précédente permet
de calculer f à partir de F . Elle ne fournit cependant pas à elle seule un critère pour
que f existe. On trouvera par contre un tel critère dans la proposition suivante.

Proposition 3.9.3. Soit c ∈ R et soit F une fonction holomorphe sur l’ouvert
]c,+∞[ + iR. Supposons qu’il existe et x0 > c tels que

(i) F (z) −→ 0 si z −→∞ dans le demi-plan {z : <z ≥ x0} ;

(ii) la fonction F (x0 + iy0) est intégrable en y0.

Alors, la relation

f(t) = lim
R−→+∞

1

2iπ

∫
[x0−iR,x0+iR]

etz0F (z0) dz0

définit une fonction continue sur R. De plus,

(a) on a

|f(t)| ≤ etx0
1

2π

∫
|F (x0 + iy0)| dy0;

(b) on a f(t) = 0 si t < 0 ;

(c) on a cf ≤ x0 et
Lz f = F (z)

si <z > sup (cf , c).

Démonstration. Il est clair que

f(t) =
1

2π

∫
et(x0+iy0)F (x0 + iy0) dy0 =

1

2π
etx0 F+

y0−→t(F (x0 + iy0)).

On en tire de suite que f(t) est définie et continue sur R et que

|f(t)| ≤ etx0
1

2π

∫
|F (x0 + iy0)| dy0.

En appliquant le théorème de Cauchy à la fonction F (z) et au bord du demi-
disque ci-dessous
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on voit que ∫
[x0−iR,x0+iR]

etz0F (z0) dz0 =

∫
CR

etz0F (z0) dz0

où CR désigne le demi-cercle de centre x0 et de rayon R situé dans le demi-plan
fermé <z ≥ x0. Vu l’hypothèse (i), le lemme de Jordan montre que

lim
R−→+∞

∫
CR

etz0F (z0) dz0 = 0

si t < 0. Il s’ensuit que

f(t) = lim
R−→+∞

1

2iπ

∫
[x0−iR,x0+iR]

etz0F (z0) dz0 = 0

si t < 0 ; ce qui établit (b).
Compte tenu du principe d’unicité du prolongement holomorphe, le point (c)

sera établi si l’égalité Lz f = F (z) a lieu pour <z > x0. Plaçons nous donc dans ce
cas. Vu (a), la transformée de Laplace de f est alors définie en z et on a

2πLz f =

∫ +∞

0

e−zt
[∫ +∞

−∞
etz0F (x0 + iy0)dy0

]
dt.

Vu le théorème de Tonelli, la fonction

e−ztetz0F (x0 + iy0)
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est intégrable en (t, z0) sur ]0,+∞[× R car∫ +∞

−∞

[∫ +∞

0

|e−ztetz0F (x0 + iy0)|dt
]
dy0

=

∫ +∞

−∞

e(x0−x)t

x0 − x

∣∣∣∣+∞
0

|F (x0 + iy0)| dy0

=

∫ +∞

−∞

|F (x0 + iy0)|
x− x0

dy0.

Il s’ensuit que

2πLz f =

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

0

e−ztetz0F (x0 + iy0)dt

]
dy0

=

∫ +∞

−∞

e(z0−z)t

z0 − z

∣∣∣∣+∞
0

F (x0 + iy0) dy0

=

∫ +∞

−∞

F (x0 + iy0)

z − z0

dy0.

Ainsi,

Lz f = lim
R−→+∞

1

2iπ

∫
[x0−iR,x0+iR]

F (z0)

z − z0

dz0.

En appliquant le théorème des résidus à la fonction

z0 7→
F (z0)

z − z0

et au demi-disque fermé considéré au début de la démonstration, on voit que∫
CR

F (z0)

z − z0

dz0 −
∫

[x0−iR,x0+iR]

F (z0)

z − z0

dz0 = −2iπF (z).

Comme
z0
F (z0)

z − z0

−→ 0

si z0 −→ ∞ dans le demi-plan fermé {z ∈ C : <z ≥ x0}, le lemme des grandes
encoches montre que ∫

CR

F (z0)

z − z0

dz0 −→ 0

si R −→ +∞. Il s’ensuit que

lim
R−→+∞

1

2iπ

∫
[x0−iR,x0+iR]

F (z0)

z − z0

dz0 = F (z);

d’où la conclusion.



A Appendice

A.1 Réduction des formes quadratiques réelles

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n ∈ N.

Définition A.1.1. Une forme quadratique réelle sur E est une application

q : E −→ R

qui est donnée par une formule du type

q(x) =
n∑
j=1

n∑
k=1

qjkxjxk (qjk ∈ R)

dans une base (e1, . . . , en) de E ; les réels x1, . . . , xn étant les coordonnées de x dans
cette base.

Remarques A.1.2. Plaçons-nous dans les conditions de la définition précédente.
(a) Comme on a

q(x) =
n∑
k=1

n∑
j=1

qkjxkxj

il s’ensuit que

q(x) =
n∑
k=1

n∑
j=1

qjk + qkj
2

xkxj.

On peut donc supposer sans restriction que les coefficients apparaissant dans l’ex-
pression de q sont symétriques (i.e. que l’on a qjk = qkj pour tout j, k ∈ {1, . . . , n}).

(b) Lorsque les coefficients apparaissant dans l’expression de q sont symétriques,
il est clair que l’on a

q(x+ y)− q(x)− q(y) = 2
n∑
j=1

n∑
k=1

qjkxjyk

pour tous x, y dans E. Il s’ensuit que l’expression

b(x, y) =
q(x+ y)− q(x)− q(y)

2

est une forme bilinéaire sur E canoniquement associée à q et que

qjk = b(ej, ek).

1
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Cela montre en particulier que la matrice symétrique Q formée par les qjk ne dépend
que de q et de la base (e1, . . . , en). Si on désigne par X le vecteur colonne formé par
les coordonnées de x dans cette base, on peut alors réécrire la relation liant Q à q
sous la forme matricielle

q(x) = X̃QX.

Proposition A.1.3. Soit q une forme quadratique réelle sur E et soient (e1, . . . , en)

et (e1, . . . , en) deux bases de E. Notons P la matrice de passage de la première base
dans la seconde et Q, Q les matrices symétriques de q dans ces bases. Alors, on a

Q = P̃QP.

Démonstration. Si X, X sont les vecteurs colonnes formés par les coordonnées de
x ∈ E dans les bases (e1, . . . , en) et (e1, . . . , en), on sait que

X = PX.

Comme
q(x) = X̃QX,

on voit que
q(x) = X̃P̃QP̃X

d’où la conclusion.

Proposition A.1.4. Soit q une forme quadratique réelle sur E. Alors il existe une
base (e1, . . . , en) de E dans laquelle on a

q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+m

où p, m sont des naturels tels que p+m ≤ n.

Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une base arbitraire de E et soit Q la matrice de
q dans cette base. Comme Q est symétrique et réelle, il existe une matrice réelle
orthogonale U telle que

ŨQU = diag(λ1, . . . , λn)

où λ1, . . . , λn ∈ R. Quitte à composer U avec une matrice de permutation, on peut
même supposer qu’il existe des naturels p, m avec p + m ≤ n pour lesquels on a
λj > 0 (resp. λj < 0, λj = 0) si 1 ≤ j ≤ p (resp. p < j ≤ p + m, p + m < j ≤ n).
Posons alors

P = U diag(1/
√
|λ1|, . . . , 1/

√
|λp+m|, 1, . . . , 1)
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et notons (e1, . . . , en) la base formée par les vecteurs dont les coordonnées dans la
base (e1, . . . , en) sont données par les colonnes de P . Vu ce qui précède, la matrice
Q de q dans la base (e1, . . . , en) est alors donnée par la formule

Q = P̃QP = diag(sgnλ1, . . . , sgnλp+m, 0, . . . , 0)

d’où la conclusion.

Définition A.1.5. Soit q une forme quadratique réelle sur E et soit F un sous-
espace vectoriel de E. Conformément à l’usage, nous dirons que q est définie positive
(resp. négative) sur F si

q(x) > 0 (resp. q(x) < 0)

pour tout x ∈ F \ {0}.

Proposition A.1.6. Dans les conditions de la PropositionA.1.4, on a

p = sup{dimF : F sous-vectoriel de E, q définie positive sur F}

et
m = sup{dimF : F sous-vectoriel de E, q définie négative sur F}

Démonstration. Établissons la formule pour p, celle pour m s’en déduira en rempla-
çant q par −q.

Soit F un sous-espace vectoriel de E sur lequel q est définie positive et soit G
l’enveloppe linéaire des vecteurs ep+1, . . . , en. Comme

q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+m,

il est clair que q(x) ≤ 0 pour tout x ∈ G. Puisqu’on a aussi q(x) > 0 pour tout
x ∈ F \ {0}, il s’ensuit que

F ∩G = {0}.

On en tire que
dimF + dimG = dim(F +G) ≤ n

et, comme dimG = n− p, cela montre que

dimF ≤ p.

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que q est clairement défini positif sur
l’enveloppe linéaire des vecteurs e1, . . . , ep.
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Définition A.1.7. Vu ce qui précède, il est clair que si la forme quadratique réelle
q s’écrit sous la forme

q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+m

dans la base (e1, . . . , en) et sous la forme

q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+m

dans la base (e1, . . . , en) alors p = p et m = m. En d’autres termes, le couple (p,m)

est intrinsèquement associé à q. Nous dirons que (p,m) est la signature de q.

Corollaire A.1.8. Soient q et q deux formes quadratiques réelles sur E. Alors il
existe un endomorphisme ϕ de E tel que

q = q ◦ ϕ

si et seulement si q et q ont même signature.

Démonstration. Cela découle immédiatement de ce qui précède.

Remarque A.1.9. Soit q une forme quadratique sur E et soit

q(x) =
n∑
j=1

n∑
k=1

qjkxjxk

son expression dans une base (e1, . . . , en) de E. Supposons disposer de n formes
linéaires ϕ1, . . . , ϕn linéairement indépendantes sur E telles que

q(x) = µ1ϕ
2
1(x) + · · ·+ µnϕ

2
n(x)

pour certains coefficients µ1, . . . , µn ∈ R. Alors, il existe des coefficients ϕjk ∈ R tels
que

ϕj(x) =
n∑
k=1

ϕjkxk

pour tout x ∈ E et la matrice Φ formée par les ϕjk est inversible et telle que

Q = Φ̃ diag(µ1, . . . , µn)Φ.

Soit (e1, . . . , en) la base formée par les vecteurs dont les coordonnées dans la base
(e1, . . . , en) sont les colonnes de Φ−1. Par construction, il est clair que la matrice de
q dans cette base est

Q = Φ̃−1QΦ−1 = diag(µ1, . . . , µn).

Il est alors clair que la signature de q est donnée par le couple (p,m) où p (resp. m)
est le nombre de µj > 0 (resp. µj < 0).
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L’intérêt de la remarque précédente vient surtout de la proposition suivante :

Proposition A.1.10 (Méthode de Gauss). Soit q une forme quadratique sur E.
Alors il est possible de construire algorithmiquement une base ϕ1, . . . , ϕn de E∗

telle que
q(x) = µ1ϕ1(x)2 + · · ·+ µnϕn(x)2 (µ1, . . . , µn ∈ R)

en procédant par récurrence sur la dimension de E.

Démonstration. Procédons par récurrence sur la dimension de E et supposons le
problème résolu si dimE < n. Soit (e1, . . . , en) une base de E et soit

q(x) =
n∑
j=1

n∑
k=1

qjkxjxk

l’expression de q dans cette base. Le cas q = 0 étant trivial, nous pouvons supposer
que q 6= 0. Cela étant, deux cas peuvent se produire.

(a) Si qjj 6= 0 pour un j ∈ {1, . . . , n}, on peut, quitte à permuter les éléments de
la base, supposer que q11 6= 0. Dans ce cas,

q(x) = q11x
2
1 + 2

n∑
k=2

q1kx1xk +
n∑
j=2

n∑
k=2

qjkxjxk

= q11

(
x1 +

n∑
k=2

q1k
q11

xk

)2

+
n∑
j=2

n∑
k=2

q′jkxjxk

pour des q′jk bien choisis. Vu notre hypothèse de récurrence, il existe des formes
linéaires indépendantes ϕ2, . . . , ϕn telles que

ϕj(x) =
n∑
k=2

ϕjkxk

et des réels µ2, . . . , µn pour lesquels
n∑
j=2

n∑
k=2

q′jkxjxk = µ2ϕ2(x)2 + · · ·+ µnϕn(x)2.

Posons

ϕ1(x) = x1 +
n∑
k=2

q1k
q11

xk

et µ1 = q11. Par construction, il est alors clair que les formes

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn
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sont linéairement indépendantes sur E et que

q(x) = µ1ϕ1(x)2 + µ2ϕ2(x)2 + · · ·+ µnϕn(x)2

pour tout x ∈ R.
(b) Si qjj = 0 pour tout j ∈ {1, . . . , n}, alors il existe j 6= k tel que qjk 6= 0 et au

prix d’une permutation des vecteurs de base, nous pouvons supposer que q12 6= 0.
Dans ce cas,

q(x) = 2q12x1x2 + 2
n∑
k=3

q1kx1xk + 2
n∑
k=3

q2kx2xk +
n∑
j=3

n∑
k=3

qjkxjxk

= 2q12

(
x1 +

n∑
k=3

q2k
q12

xk

)(
x2 +

n∑
k=3

q1k
q12

xk

)
+

n∑
j=3

n∑
k=3

q′jkxjxk

pour des q′jk bien choisis. Vu notre hypothèse de récurrence, il existe alors des formes
linéairement indépendantes ϕ3, . . . , ϕn telles que

ϕj(x) =
n∑
k=3

ϕjkxk

pour j ∈ {3, . . . , n} et des réels µ3, . . . , µn pour lesquels
n∑
j=3

n∑
k=3

q′jkxjxk = µ3ϕ3(x)2 + · · ·+ µnϕn(x)2.

Posons

ϕ1(x) = x1 + x2 +
n∑
k=3

q2k + q1k
q12

xk; µ1 =
q12

2

et

ϕ2(x) = x1 − x2 +
n∑
k=3

q2k − q1k
q12

xk; µ2 = −q12

2
.

Par construction, il est alors clair que les formes ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . ϕn sont linéairement
indépendantes et que

q(x) = µ1ϕ1(x)2 + µ2ϕ2(x)2 + µ3ϕ3(x)2 + · · ·+ µnϕn(x)2

pour tout x ∈ E puisque l’on a l’identité remarquable

(a+ b)2 − (a− b)2 = 4ab

si a, b ∈ R.
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A.2 Démonstration directe du lemme de Gronwall

Proposition A.2.1. Soient a, b des fonctions continues sur un intervalle [t0, t1] de
R et soit x0 ∈ R. Supposons que a soit positive sur [t0, t1] et que ψ soit une fonction
continue sur [t0, t1] telle que

ψ(t) ≤ x0 +

∫ t

t0

(a(τ)ψ(τ) + b(τ)) dτ.

Alors ψ est majorée sur I par

eA(t,t0)

[
x0 +

∫ t

t0

e−A(τ,t0)b(τ) dτ

]
si

A(t, t0) =

∫ t

t0

a(τ) dτ.

Démonstration. Posons

u(t) = x0 +

∫ t

t0

(a(τ)ψ(τ) + b(τ)) dτ.

Alors u(t) est de classe C1 sur I et majore ψ(t) sur I. Il s’ensuit que

u′(t) = a(t)ψ(t) + b(t) ≤ a(t)u(t) + b(t).

Posons
v(t) = u(t)e−A(t,t0).

Alors v(t) est de classe C1 sur I et on a

v′(t) = [u′(t)− a(t)u(t)]e−A(t,t0) et v(t0) = x0.

Il s’ensuit d’abord que
v′(t) ≤ b(t)e−A(t,t0)

puis que

v(t) ≤ x0 +

∫ t

t0

b(τ)e−A(τ,t0) dτ.

Ainsi,

u(t) ≤ eA(t,t0)

[
x0 +

∫ t

t0

e−A(τ,t0)b(τ) dτ

]
d’où la conclusion.
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A.3 Méthodes d’intégration numérique à m points

Soit m ∈ N0 et soient ρ1, . . . , ρm et c1, . . . , cm des réels tels que

0 ≤ ρ1 < · · · < ρm ≤ 1, c1 + · · ·+ cm = 1.

Définition A.3.1. Dans la suite, nous appellerons méthode d’intégration numérique
simple de rapports ρ1, . . . , ρm et de coefficients c1, . . . , cm et nous désignerons par
MSρ,c, la méthode qui consiste à approcher∫ b

a

f(x) dx

par

(b− a)
m∑
j=1

cjf(a+ ρj(b− a))

pour tout intervalle compact [a, b] ⊂ R et toute fonction f continue sur [a, b]. La
méthode MSρ,c sera dite exacte sur [a, b] pour f ∈ C0([a, b]) si l’erreur associée

Eb
a(f) = (b− a)

m∑
j=1

cjf(a+ ρj(b− a))−
∫ b

a

f(x) dx

est nulle.

Proposition A.3.2. La méthode MSρ,c est exacte pour tous les polynômes de degré
inférieur ou égal à p si et seulement si on a

m∑
j=1

cjρ
k
j =

1

k + 1

pour tout k ∈ {0, . . . , p}.

Démonstration. Comme tout polynôme de degré inférieur ou égal à p peut s’écrire
comme combinaison linéaire des polynômes

1, x− a, (x− a)2, . . . , (x− a)p

il est clair que la méthode MSρ,c sera exacte sur [a, b] pour tous ces polynômes si et
seulement si

Eb
a((x− a)k) = 0

pour tout k ∈ {0, . . . , p}. Comme

Eb
a((x− a)k) = (b− a)

m∑
j=1

cjρ
k
j (b− a)k − (b− a)k+1

k + 1
,

la conclusion est immédiate.
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Exemple A.3.3. Si m = 1, les équations deviennent

c1 = 1

c1ρ1 = 1/2
...

c1ρ
p
1 = 1/(p+ 1)

La méthode est donc exacte pour les polynômes de degré inférieur ou égal à 1 si
ρ1 = 1/2 mais ne sera jamais exacte pour les polynômes de degré inférieur ou égal
à 2.

Si m = 2, les équations deviennent

c1 + c2 = 1

c1ρ1 + c2ρ2 = 1/2
...

c1ρ
p
1 + c2ρ

p
2 = 1/(p+ 1)

Un calcul direct mais un peu long montre que la méthode peut être rendue exacte
pour les polynômes de degré inférieur ou égal à 3 en prenant

ρ1 =
1

2
− 1

2
√

3
, ρ2 =

1

2
+

1

2
√

3

mais qu’elle ne sera jamais exacte pour tous les polynômes de degré inférieur ou égal
à 4.

Plus généralement, on peut montrer que la méthode MSρ,c peut être rendue
exacte pour tous les polynômes de degré inférieur ou égal à 2m− 1 à conditions de
prendre

ρ1 =
1

2
+

1

2
λ1, . . . , ρm =

1

2
+

1

2
λm;

où λ1, . . . , λm est la liste ordonnée des zéros du polynôme de Legendre de degré m
mais qu’elle ne sera jamais exacte pour tous les polynômes de degré inférieur ou égal
à 2m.

Proposition A.3.4. La méthode MSρ,c est exacte pour tous les polynômes de degré
inférieur ou égal à p si et seulement si

Ex0+h
x0

(f) = o(hp+1)

pour h −→ 0+ lorsque f ∈ Cp([x0, x0 +H]) (H > 0).
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Démonstration. Soit H > 0, soit f une fonction de classe Cp([x0, x0 +H]) et soit F
la primitive de f sur [x0, x0 +H] qui s’annule en x0. Par Taylor, on a

f(x0 + ρjh) =

p∑
k=0

f (k)(x0)

k!
ρkjh

k + o(hp)

et

F (x0 + h) =

p+1∑
k=0

F (k)(x0)

k!
hk + o(hp+1)

si h −→ 0+. Il s’ensuit que

Ex0+h
x0

(f) =

p∑
k=0

f (k)(x0)

k!

(
m∑
j=1

cjρ
k
j

)
hk+1 −

p+1∑
k=1

f (k−1)(x0)

k!
hk + o(hp+1)

=

p∑
k=0

f (k)(x0)

k!

[
m∑
j=1

cjρ
k
j −

1

k + 1

]
hk+1 + o(hp+1)

si h −→ 0+. On a donc
Ex0+h
x0

(f) = o(hp+1)

pour h −→ 0+ si et seulement si

f (k)(x0)

(
m∑
j=1

cjρ
k
j −

1

k + 1

)
= 0

pour tout k ∈ {0, . . . , p} et la conclusion résulte alors aisément de la proposition
précédente.

Proposition A.3.5. Supposons que la méthode MSρ,c soit exacte pour les poly-
nômes de degré inférieur ou égal à p. Posons

k(x) = xpχ]0,+∞[(x)

et
Kb
a(ξ) = Eb

a(x 7→ k(x− ξ)).

Alors

Eb
a(f) =

1

p!

∫ b

a

Kb
a(ξ)f

(p+1)(ξ) dξ

pour tout f ∈ Cp+1([a, b]).
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Démonstration. Soit f ∈ Cp+1([a, b]). Vu la formule de Taylor avec reste intégral,
nous savons que

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + · · ·+ f (p)(a)
(x− a)p

p!
+

1

p!

∫ x

a

f (p+1)(ξ)(x− ξ)p dξ.

Il s’ensuit que

f(x) = P (x) +
1

p!

∫ b

a

f (p+1)(ξ)k(x− ξ) dξ.

où P est un polynôme de degré inférieur ou égal à p. Comme la fonctionnelle

f 7→ Eb
a(f)

est linéaire sur Cp+1([a, b]) et nulle en P , on en tire que

p!Eb
a(f) = Eb

a

(
x 7→

∫ b

a

f (p+1)(ξ)k(x− ξ) dξ
)
.

Il s’ensuit que

p!Eb
a(f) = (b− a)

m∑
j=1

cj

∫ b

a

f (p+1)(ξ)k(xj − ξ) dξ

−
∫ b

a

[∫ b

a

f (p+1)(ξ)k(x− ξ) dξ
]
dx.

Comme la fonction
(x, ξ) 7→ f (p+1)(ξ)k(x− ξ)

est intégrable sur [a, b]× [a, b], il résulte du théorème de Fubini que

p!Eb
a(f) =

∫ b

a

f (p+1)(ξ)Eb
a(x 7→ k(x− ξ)) dξ;

d’où la conclusion.

Définition A.3.6. On dit que la fonction Kb
a de la proposition précédente est le

noyau de Peano de degré p de la méthode MSρ,c.

Proposition A.3.7. Dans les conditions de la proposition précédente, on a

Kb
a(ξ) = (b− a)p+1K

(
ξ − a
b− a

)
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où K désigne le noyau de Peano de degré p de MSρ,c sur [0, 1]. En particulier, il
existe une constante C ≥ 0 telle que

sup
ξ∈[a,b]

∣∣Kb
a(ξ)

∣∣ = (b− a)p+1C

pour tous b > a dans R et on a∣∣Eb
a(f)

∣∣ ≤ C(b− a)p+2 sup
ξ∈[a,b]

∣∣f (p+1)(ξ)
∣∣

pour tout f ∈ Cp+1([a, b]).

Démonstration. On a

Kb
a(ξ) = (b− a)

m∑
j=1

cjk(xj − ξ)−
∫ b

a

k(x− ξ) dx.

En effectuant les changements de variables donnés par

x = a+ t(b− a) ξ = a+ τ(b− a)

on en tire que

Kb
a(ξ) = (b− a)

m∑
j=1

cj(b− a)pk(ρj − τ)−
∫ 1

0

(b− a)pk(t− τ)(b− a) dt

= (b− a)p+1K(τ).

Corollaire A.3.8. Dans les conditions de la proposition précédente, on a∫ x0+h

x0

f(t) dt = h
m∑
j=1

cjf(x0 + ρjh) +O(hp+2)

pour h −→ 0+ si f ∈ Cp+1([x0, x0 +H]) (H > 0). En d’autres termes, la méthode
considérée est localement d’ordre supérieur ou égal à p+ 2.

Démonstration. Cela découle directement de la proposition précédente.

Fixons a < b dans R et n ∈ N0. Posons h = (b − a)/n et sk = a + kh pour
k ∈ {0, . . . , n− 1}. Puisque∫ b

a

f(x) dx =
n−1∑
k=0

∫ sk+1

sk

f(x) dx
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pour toute fonction f continue sur [a, b] et que∫ sk+1

sk

f(x) dx ≈ h
m∑
j=1

cjf(sk + ρjh)

pour k ∈ {0, . . . , n− 1}, on a donc∫ b

a

f(x) dx ≈
n−1∑
k=0

h
m∑
j=1

cjf(sk + ρjh). (*)

Définition A.3.9. La formule d’intégration approchée discutée ci-dessus correspond
à une méthode que nous appellerons méthode d’intégration numérique composée de
rapport ρ1, . . . , ρm et de coefficients c1, . . . , cm et que nous désignerons par MCρ,c.

Proposition A.3.10. Supposons que la méthode MSρ,c soit exacte pour les poly-
nômes de degré inférieur ou égal à p. Alors, on a

n−1∑
k=0

h
m∑
j=1

cjf(sk + ρjh)−
∫ b

a

f(x) dx = O(hp+1)

où ∣∣O(hp+1)
∣∣ ≤ C(b− a)hp+1.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

n−1∑
k=0

h
m∑
j=1

cjf(sk + ρjh)−
∫ b

a

f(x) dx

=
n−1∑
k=0

[
h

m∑
j=1

cjf(sk + ρjh)−
∫ sk+1

sk

f(x) dx

]
et d’utiliser la Proposition A.3.7.

Remarque A.3.11. On peut donc utiliser MCρ,c pour approcher∫ b

a

f(x) dx

aussi près que l’on veut par

n−1∑
k=0

h

m∑
j=1

cjf(sk + ρjh)

pour f ∈ C0([a, b]) à condition de choisir h suffisamment petit.
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