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1 Systémes d’équations de classe Cj (k > 1)

1.1 Introduction

Notre but principal dans ce chapitre est I’étude des systémes d’équations du type

fl(ﬂfl,...,l’n) =0

(21, xy) : 0

ou fi,..., fm sont des fonctions réelles de classe Cy (k > 1) sur un ouvert €2 de
R™. Le cas d'une équation a une inconnue ayant déja été traité dans d’autres cours,
nous commencerons par discuter le cas d'une équation a deux inconnues puis nous
étendrons les résultats obtenus au cas général.

1.2 Etude d’une équation a deux inconnues

Pour nous faire une idée du probléme, considérons d’abord quelques exemples
(a) Posons

f(x7y) = 213'2 -y
pour tout (z,y) € R Dans ce cas,

{(z,y) €R*: f(z,y) =0} = {(z,2%) 1 x € R}

peut se représenter par :

L L L L Il L L L [ L L L L L L L X
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

(b) Posons
fla,y) =2 =y’

Dans ce cas,
{(z,y) € R”: f(z,y) = 0} = {(w, Va?) : 2 € R}
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est le graphe de la fonction

et peut se représenter par :

(c) Posons

2

flay)=z—y

pour tout (z,y) € R2 Dans ce cas,

{(z,y) eR*: flz,y) =0} ={(v*,y) -y € R}

et peut se représenter par :

X
02 04 06 08 10

-0.5¢

-1.0t
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(d) Posons
fla,y) =a" =y

pour tout (z,y) € R?. Dans ce cas,
{(z,y) €R?: f(x,y) =0} = {(z,2) 2 e RYU{(z, —2) : z € R}

et peut se représenter par :

10r
L X2 _ y2 =0
05-
R E R L ey
-10 -05 i 0.5 1.0
-0.5F
-1.0-

(e) Posons
flz,y) = a® +¢°
pour tout (x,y) € R?. Dans ce cas,

{(z,y) - f(z,y) = 0} = {(0,0)}

et peut se représenter par :
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10r
X¥+y?=0
0.5
L L L L L 1 L L L L L L L L 1 L L L L | X
-1.0 -0.5 | 0.5 10
-0.5+
-1.0-

(f) Posons

e V=29 gi g2 4 g2 <1

0 sinon.

flz,y) = alz,y) = {

Dans ce cas,

{(z,y) eR*: f(z,y) =0} = {(z,y) e R? : 2® +¢* > 1}

et peut se représenter par :
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qy
I ax,y)=0
.
7 | N
,/ | \\\
B n I b X
\\ I /,/'
o B r ,//
_1 -
_2 L
(g) Posons
0 si (z,y) = (0,0)

f(x,y) = B(x,y) = x y .
[0 s Simon.
.T2 + yQ CC'2 y2

Dans ce cas,
{(z,y) €eR?*: f(z,y) =0} = {(2,y) € R* 1 2” +-¢* < 1}

et peut se représenter par :
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y

2 _

1+

yr L \
) | \
/ LB(X,y)=0"
L :‘ 1 I | 1 | | X
2 :
e
— 2 L

Ces quelques exemples montrent que ’ensemble des solutions d'une équation du

type
flz,y) =0
peut prendre des formes trés variées méme lorsque f est de classe C,, sur R%. On ne
peut donc espérer en général un résultat aussi simple que pour les équations affines
puisque dans ce cas,
f(z,y) =ax +by — ¢
et
{(z,y) € R*: f(z,y) = 0}

est toujours une droite affine de R? lorsque f n’est pas constant. Cependant, puisque
f admet une approximation affine en chacun des points de son domaine de différen-
tiabilité €2, il est naturel d’espérer que 1’étude locale de

{(z,y) € Q: f(z,y) =0}
au voisinage d’un point (o, o) € Q2 pour lequel d(,, ) f 7# 0 soit assez facile. Cela

s’avére étre réellement le cas comme le montre le résultat suivant :

Proposition 1.2.1. Soit f une fonction de classe C, sur un ouvert Q de R? et soit
(xo,y0) un point de 2 tel que f(xo,yo) = 0. Supposons que

0
a—;};(xoyyo) # 0.
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Alors il existe un voisinage produit U x V de (xg, o) dans ) sur lequel

of
dy

ne s’annule pas et pour lequel il existe une unique fonction ¢ : U — V telle que
{(z,y) e U xV: f(z,y) =0} ={(z,p(x)) :x € U}.

De plus, ¢ est de classe C; sur U et on a

¢ (@) = = (@ pl@)) /G o ole)

pour tout x € U.

Démonstration. Quitte & remplacer f par — f, nous pouvons supposer que

0
8_5(9507 Yo) > 0.

Puisque
of
Ay
est continu sur 2, il existe 1y > 0 et g9 > 0 pour lesquels

[0 — 1o, o + 1M0] X [Yo — €0, Yo + 0]

est une partie de € sur laquelle

Il en résulte que f(x,y) est strictement croissant en y pour tout x € [xg — 19, Zo + 7o]-
Comme f(z9,yo) = 0, on en tire que

f(zo,yo —€0) <0 et que f(xo, 90 + €0) > 0.

En utilisant la continuité de f(x,yo —€o) et f(z,yo + £o0) en x, on voit que, quitte a
diminuer 7y, on peut supposer que

f(xo,y0 —€0) <O et que f(xo,y0 +¢€0) >0

pour tout x € |xg — 1, o + 1o[- En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires,
on voit alors aisément que ’équation

fx,y) =
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posséde une et une seule solution y dans |yo — €o, Yo + €o[ pour tout = fixé dans
|zo — Mo, o + Mo[. 11 s’ensuit qu'il existe une unique fonction

@ |xo — Mo, To + Mo[ — JYo — €0, Yo + <o

pour laquelle
{(z,y) € lzo — no,zo + Mol X Jyo — €0, 50 + €0l : f(z,y) =0}

= {(&, (@) : w € Jzo =10, 20 + Mo}

et la premiére partie du résultat est établie.
Montrons maintenant que ¢ est continu sur ]mo — Mo, Lo + 770[. Pour cela, fixons
x1 € |xo — Mo, To + Mol et posons y; = p(z1). Fixons également 1 > 0 tel que

W1 — e,y +e1] C [yo — €0, Yo + <o) -

En remplacant xq par x; et gy par £; dans le raisonnement précédent, on voit direc-
tement qu’il existe n; > 0 tel que

Jzr =, 21 +m[ C 2o — no, o + N0l -

et pour lequel
ez —m,z1+m) Clyr — e,y + el
Cela suffit pour établir la continuité de ¢ en x;.

Pour établir que ¢ est dérivable sur |zg — ng, zo + no[, fixons de nouveau z; €
|zo — Mo, o + Mo et posons de nouveau y; = p(z1). Comme f est de classe Cy sur
Q, le théoréme des accroissements finis nous dit que pour tout (z,y) suffisamment
voisin de (x1, ), il existe 6 € |0, 1] tel que

F(09) = Ferm) + (2 = 22) 9 o1+ 0z — ), 91+ 0y — 1)

OF ey 40— ) + 0y — ).

+(y — yl)a_y

On en tire que pour x suffisamment voisin de xy, il existe 6 € ]0, 1] tel que

0= (z— xl)g—i(m +0(x — 21), (1) + 0(0(x) — (1))

+ (p(2) = ¢(w1))g—£(9€1 +0(z —21), p(x1) + 0(p(2) = p(21)))-
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Alinsi,

o) — o) e 8 — ) 0lm) + 6(e(z) — (1))
T Z—’;m L0 — 1), () + B(p(x) — o(22)))

Comme ¢p(x) — ¢(x1) si © — x1, on en tire que

_g_f($17<ﬂ(x1))
90/($1) = afx .
a—y(ﬁh@(ﬁfl))

Pour conclure, il suffit alors de tenir compte de la continuité des fonctions

of of
92 @_y et %)
et du fait que
of
dy
ne s’annule pas sur |xg — 1o, o + 10| X [¥0 — €0, Yo + €o|- O

Exemple 1.2.2. Considérons le mouvement d’une planéte autour du soleil et négli-
geons les interactions des autres planétes. L’orbite est alors une ellipse d’excentricité
e € [0,1]. La mécanique céleste nous apprend de plus que le mouvement de notre
planéte est régi par I’équation de Kepler

E —esinE =M.

Rappelons que dans cette relation, M désigne ’anomalie moyenne donnée par la

formule
27T(t - to)

T
ol ty est le temps de passage au périhélie et ou T' est la période du mouvement pla-

M=

nétaire encore appelée année tropique. Quant a la grandeur F, il s’agit de I’anomalie
excentrique dont la définition est clarifiée par la figure ci-dessous :
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Fixons e € |—1,1[ et M € R. Puisque
O(FE —esinE)

5E =1—ecosE >0

il est clair que la fonction
E— FE—esink

est strictement croissante sur R. De plus, comme la fonction sinus varie dans [—1, 1],

on a aussi
lim (F —esin k) = +o0.

E—+o0

Il s’ensuit qu’il existe un et un seul E(e, M) tel que
E(e,M) —esin E(e, M) = M.

Etudions & présent la dépendance de E(e, M) en e. Fixons donc M € R et considé-
rons la fonction

e— FE(e, M).
Vu ce qui préceéde, cette fonction est définie implicitement par 1’équation

EF—esnE—M=0

et comme la dérivée partielle par rapport a E de cette équation est toujours non
nulle, on peut déduire de la proposition précédente que E(e, M) est de classe C en

e sur |—1,1[ et que
OE(e, M) sin E(e, M)

de  1l—ecosE(e,M)
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Il s’ensuit que E(e, M) est en fait de classe Cy en e sur |—1, 1] et que

oF OF
92E _ (1-— cosEcosE% — sinE(—cosE—kesinE%).

Oe? (1 —ecos E)?

En continuant de la sorte, on voit aisément que F(e, M) est de classe C,, en e sur
|—1,1] et on obtient des relations permettant de calculer

OFE(e, M)
Oek
a partir de
OE(e, M) O 1E(e, M)
de T det
En particulier, on peut obtenir le développement de Taylor de E(e, M) en 0. Par

E(e, M),

exemple, en prenant e = 0 dans les formules ci-dessus on voit que

E(O,M) = M
oE .
g(O,M) = sinM
0*F

W((L M) = sin2M.
e

Alinsi,
2
E(e,M)= M + esin M + eEsin2M—|— o(e?)

pour M € R fixé et e — 0.
Pour terminer, on trouvera, ci-dessous, les graphes de la fonction M — E(e, M)
pour quelques valeurs de e.
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E=E(0..M)

wla
w
w
w

E=E0.4,M)

wlx -
w
w
w

E=E(0.8,M)

wlA -
w
w
w

E=E(0.2,M)

Wi b

E=E(0.6,M)

wix -

E=E(1..M)

wlN -



1 SYSTEMES D’EQUATIONS DE CLASSE Cx (K >1) 13

1.3 Etude d’un systéme d’équations indépendantes a plusieurs incon-
nues

Le résultat obtenu ci-dessus pour une équation a deux inconnues peut se géné-
raliser au cas de plusieurs équations a plusieurs inconnues. Il prend alors la forme
suivante :

Proposition 1.3.1 (Théoréme des fonctions implicites). Soient p,q € Ny et soit
Q un ouvert de RP*?. Ecrivons les points de ) sous la forme (x,%) avec x € RP et
y € R? et notons (xg,yo) I'un d’entre eux. Supposons que

f:Q—R?

e (51) 20

en (xo,Yo). Alors il existe un voisinage produit ouvert U x V de (xg,yo) dans ) sur

lequel
of
“(5)

ne s’annule pas et pour lequel il existe une unique application

sont de classe C et que

p:U—-V

telle que
{(z,y) €U XV : f(z,y) =0} = {(z, 0(x)) : 2 € U}.
De plus, cette application ¢ est de classe C sur U et

%= [P o] L o)

pour tout x € U.

Démonstration. Posons
aof ~
g(z,y) = —a—y(wo,yo) Yz, y)

pour tout (z,y) € 2. Vu la définition de g, il est clair que 1'on a

flz,y) =0

pour un (z,y) € Q si et seulement si

y=g(z,y)
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i.€. si et seulement si y est un point fixe de 'application
y—g(x,y).

Comme on espére qu’une solution de
fla,y) =0

pour z fixé voisin de x sera voisine de ¥y, il est naturel d’espérer qu’une telle solution
sera la limite de la suite définie par la relation de récurrence

Yns1 = (2, Yn)-

Pour établir que les choses se passent bien ainsi, remarquons d’abord que g(z,y) est
de classe C et que puisque

dg, . . [of “Lof
a_y(‘xay) =1 [3_y(l'oayo)] a_y(xay)
on a aussi 9
a_z(i’fo,yo) = 0.

Cela étant, pour tout u € ]0, 1], il existe g > 0 et 19 > 0 tels que

Jo <

sur B(zg,n0) X B(yo,€0). De la relation

9(x,y2) — g2, 1) = /0 g—Z(fL’, yi+t(y2 — v1)) (2 — y1) dt

on tire alors que
9(z, y2) — 9(z,y1)| < ply2 — w1l (*)

pour tout x € B(zg,m0) et tout yi,ys € B(yo, o). Puisque g est continu sur 2 et
que g(zo, Yo) = Yo, quitte & diminuer 7 on peut aussi supposer que

9(x, y0) € B(yo, (1 — p)eo)
pour tout x € B(xg,19). De la relation
9(z,y) = 9(xo,50) = 9(=,y) — g(z, 40) + 9(x, %0) — 9(0, Yo)

on tire que
l9(x,y) — ol < ply —yol + (1 — p)eo < g0
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si x € B(zo,m) et y € B(yo,€0). 1l s’ensuit que application

y — g(z,y)

est une application strictement contractante de B(yo, o) dans B(yo, o) pour tout x
fixé dans B(xg,n0). Pour tout z fixé dans B(xg, ), la suite définie par la relation
de récurrence

Ymi1 = 9(@,ym) (M >0)

converge donc bien vers I'unique point fixe de ’application

y — g(z,y)

dans B(yo, o). Notons ¢(x) ce point fixe. Par construction, il est clair que

@ (Blao,m)) < Blyo,20)

et que f(z,y) = 0 pour un & € B(zg,1m) et un y € B(yo, o) si et seulement si
y = p(x). De plus, les fonctions

Pm : B(xo,m0) = B(yo,€0)
définies par la relation de récurrence

Pms1(z) = g2, om(7))
et la condition initiale
wo(x) = yo
converge simplement vers ¢(x) sur B(xg, 7). Vu (*), on a méme

|omi1(z) — ()| = |g(z, om(x)) — g(z, 0(2))| < plpm(T) — ()]

pour tout x € B(xg, 1), ce qui entraine que

sup  |om () — @(x)] < ueg
xz€B(z0,m0)

et montre que @,, — ¢ uniformément sur B(zg,7y). Comme les fonctions ¢, sont
clairement continues sur B(zg, 1), il en découle qu’il en est de méme de la fonction
@. Pour tout ¢ € |0, g il existe donc n € ]0,no[ tel que ¢(B(x,n)) C B(yo,€) et la
premiére partie du résultat est établie.
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Montrons maintenant que ¢ est de classe C sur B(xg,n). Pour cela, remarquons
d’abord que pour (z,y) fixé dans €2 on a

0 0
Fla by +K) = Fle,0) + 5 (o)t G o)+ of Bl -+ 1K)

si (h,k) — (0,0). Pour x € B(xzg,n)

Yy =
montre que pour x fixé dans B(xg, o), on

p(x+h) —o(x) = T(x,y)h = o[k + [o(z + h) — p(2)])

(x) et k = @(x+h) —p(x), cette relation
a

sih — 0ou

1=~ L] [Len).

Pour tout C' € |0, 1], il existe donc 6 > 0 tel que |x — 0,z + §] C B(xo, 1) et pour
lequel

o(z + h) —o(x) = T(z,y)h| < C([h] + @z + h) — p(2)])
si |h| < 6. 11 s’ensuit que
[o(x +h) — ()] < (C+ D)|h|+ Cle(z + h) — ¢(z)
si|h| <detsiD=|T(x,y)||. On en tire que

C+D
1-C

[o(z +h) —p(r)] < ]

si |h| < 0 et par conséquent que

C+D 1+ D
_ _ < sC—+~
(@ +h) — () ﬂawm—00+1_c)w—01—ﬂm
si |h| < 6. Comme
1+D

c—ot 1—-C
cela montre que
p(x+h) = e(x) +T(z,y)h+ o(h).

On en tire que @ est dérivable en x et que

dp

La conclusion en résulte aussitot puisque f € C1(£2), que ¢ € Co(B(zo,m0)) et que

{(‘rvgo(x» HEES B($07770)} C B(SUOJIO) X B(yo,é‘o) C Q.
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Définition 1.3.2. Soit 2 un ouvert de R", soit zy € et soient fi,..., f, des
fonctions réelles de classe Cy (k > 1) sur §2. Nous dirons que les fonctions fi,..., f,
sont différentiellement indépendantes en xg si les vecteurs

of  9h O O
G e ) (G o

sont linéairement indépendants en xy ou ce qui revient au méme si la jacobienne

a(fla-“?fp)
8(:101, ce 73371)

est de rang p.

Proposition 1.3.3. Soient fi,..., f, des fonctions réelles de classe Cy (k > 1)
sur un ouvert €2 de R" et soit x¢ € ). Supposons que les fonctions fi, ..., f, sont
différentiellement indépendantes en xy. Alors il existe une permutation u € G, et
des réels e1 > 0,...,e, > 0 tels que

B((L’Ql,61> X B(l’on,gn) cQ
et des fonctions de classe C},

901 : B(‘/Boﬂp+17 E/1/114—1) X X B<xOM7L7€M7L) - B(x0M17 E./1/1)

©p t B(Touy i1, Eppin) X 000 X B(Topys €)= B(Top,, €py)

pour lesquelles le systéme

fl(q:l,...,xn) =0

fp(J?l,...,Zlfn) : 0

est équivalent sur B(xzg1,€1) X B(xon, €,) au systéme
Tyy = ‘:Ol(xup-s-u S 737,un)

Tp, = Qpp(xltpﬂv e ’xﬂn)

En d’autres termes, il est possible de paramétrer localement les solutions du systéme
(*) par (n — p) coordonnées bien choisies.
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Démonstration. Il suffit de choisir g pour que

det 8(f1>"'7fp)

My )
differe de 0 en zy et d’utiliser la Proposition 1.3.1. [

Exemples 1.3.4.
(a) Soit
flz,y,2) =22+ 2y + (> + D + 2°.

Il est clair que

f(0,0,0) =0
et que
of _ 5 4 of of
O + 14 527, 3y zZ+ 2yx, 5 z+y
Il s’ensuit que
of
—8(x,y,z) =(1,0,0)

en (0,0,0) et il est donc possible de paramétrer les solutions de I’équation
24y + P+ D+ =0

voisines de (0,0, 0) par les coordonnées y et z.
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(b) Soit

Il est clair que

£(0,0,0) = ¢(0,0,0) =0

et que
o(f.9) -l ——
— D — | cos?(xz2) cos?(xz)
O(z,y, 2) 20 2y -1

Pour (z,y,z) = (0,0,0), cette matrice devient la matrice

0 -1 0
0 0 -1

Il s’ensuit que f et g sont différentiellement indépendantes en (0,0,0) et qu'il est
possible de paramétrer les solutions du systeme

{ tg(zz) = y

x2+y2 = z

voisines de (0,0, 0) par la coordonnée x.

1.4 Théoréme d’inversion locale

Proposition 1.4.1. Soit ) un ouvert de R" et soit f une fonction de classe C}
(k > 1) sur Q a valeurs dans R™. Supposons que le déterminant jacobien

of
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ne s’annule pas en x € §2. Alors il existe un voisinage ouvert U de xq dans €2 dont
I'image par f est ouverte et pour lequel

f:U—= f(U)
est une bijection dont I'inverse
fHfu)y—u

est de classe Cy. De plus, la matrice jacobienne de f~' en y = f(x) (x € U) est
l'inverse de la matrice jacobienne de f en x. En d’autres termes, on a

(2 w=(2) vw

sur Pouvert V = f(U).
Démonstration. Posons
F(r,y) = f(z) —y

pour z € Q et y € R" et yg = f(xp). Vu nos hypothéses, il est clair que F' est de
classe Cy sur Q x R™, que F(xg,y0) = 0 et que

oF 0
%(%JJO) = 8_£(x0)'

Il résulte de la Proposition 1.3.1 qu’il existe un voisinage ouvert Uy de xg dans 2,
un voisinage ouvert Vg de yo dans R™ et une application ® : Vj — U, de classe CY
telle que

{(z,y) € Uo x Vo : Fla,y) = 0} = {®(y),y) 1y € Vo}.

De plus, on sait aussi que

o (2_5) (®(1).9) (2—5) (3(y),9)

pour tout y € Vj. Il s’ensuit que pour tout y € Vj fixé, ®(y) est la seule solution de
I’équation
flz) =y
dans Uy. On en tire que f o ® =id sur V; et que
do f=id
sur Uy N f~1(V}) et cela montre que

frUN (Vo) = Vo
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est une bijection dont I'inverse est donné par
D:Vy— UgN (Vo).

Pour conclure, il suffit alors de tenir compte du fait que
or  of or
oxr oz’ oy

sur {2 x R". O

-1

1.5 Inversion locale de I’exponentielle matricielle

A titre d’exemple, montrons comment appliquer le théoréme précédent a I’expo-
nentielle matricielle
exp: C, — C;

définie par la formule

Donnons d’abord un résultat montrant que cette formule a un sens.

Proposition 1.5.1. Soit
o
> e
m=0

une série de puissances naturelles de rayon de convergence R et soit ||-|| une norme
matricielle associée a une norme vectorielle | - | sur C". Alors la série matricielle

oo
> o”
m=0
converge uniformément sur tout compact de I'ouvert
Q={AeC!:|A] <R}
de C7.
Démonstration. Soit K un compact de 2. Comme ||-|| est continu sur K, on a
sup [|All = p < R.
AeK

Cela étant, la théorie des séries de puissances montre que

o

Z ’am‘pm

m=0
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converge. La conclusion résulte alors du critére de Cauchy puisque l'on a

q q q
Z am A™ || < Z |am| [ A" < Z || p™
m=p m=p m=p

siAecK. O

Plus généralement, ce résultat permet de donner un sens a f(A) lorsque f est
une fonction holomorphe sur un voisinage de 0 dans C et que A est une matrice
voisine de 0 dans C..

Définition 1.5.2. Soit f une fonction holomorphe sur le disque ouvert D(0, R). Vu
le théoréme de Taylor, on sait que

. f(m)
foy=3 T 0

m.:

m=0

pour tout z € D(0, R). Cela étant, nous poserons

pour tout A € C7! tel que ||A]] < R.

Si nous voulons appliquer la Proposition 1.4.1 a I'exponentielle matricielle, notre
premier travail consiste a vérifier que cette application est au moins de classe C}.
En fait, on dispose du résultat général suivant :

Proposition 1.5.3. Soit f une fonction holomorphe sur D(0, R). Alors 'application
f:A— f(A)
est de classe Cy sur Q ={A € C: ||A|| < R} et on a

g—é(A) - f: m (ni A’“HAm‘l"“)

m=1 k=0
pour tout A € Q et tout H € C7..

Démonstration. Soit A € Q et soit H € C}! et soit € > 0 tel que ||A|| +¢||H| =p <
R. Alors, pour tout t € |—¢,¢[,on a |[A+tH| < R et

FA+tH) = i (A + tH)™.

m=0
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De plus, la fonction
t— (A+tH)"

est clairement de classe C} sur |—¢,¢[ et on a

._\

OA+tH)" & Lk
) NT(A+ tH)EFH(A + tH)™
> ’; + +tH)

si |t] < e. On en tire que

A+ tH)™
D am— g

o zq: mZ:AHH H(A+th)m—'7F
k=

m=p
q

m=p

m—1
<> mlag|||[A+tH|" | H]|
m=p
< Zm|am|/)m | H]
m=p
Comme .
f(z) = Z My 2
m=1
sur D(0, R), on sait que
oo
Z m|a,|p" !
m=1

converge. Le critére de Cauchy montre alors que

i O(A+tH)"

py——F7——

— ot

converge uniformément en ¢ sur |—¢,¢[. La conclusion résulte alors du théoréme de
dérivation des séries. ]

Remarque 1.5.4. Placons-nous dans les conditions de la proposition précédente
mais supposons de plus que les matrices A et H commutent. Alors, un calcul direct
montre que

g—é(A) = mZ:lmamAm_lH = f'(AH

On ne peut malheureusement pas espérer un résultat aussi simple lorsque A et H
ne commutent pas.
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En appliquant le résultat précédent a ’exponentielle matricielle, on voit de suite

que
exp: C) — C}
est de classe C] et que
0 exp G
A) = — Ak g A1k
oH (4) mz_l m! —~

pour tout A € C et tout H € C].. Cela montre en particulier que

d exp
(0) =
0H
La matrice jacobienne de exp en 0 est donc inversible et la Proposition 1.4.1 montre

qu’il existe un voisinage U de 0 dans C}' et un voisinage V' de I = exp(0) dans C}!
tels que V' = exp(U) et pour lesquels

exp: U -V
est un difféomorphisme. Essayons de déterminer
LV U
Lorsque n = 1, il est clair que
exp *(2) = In(2)

sur un voisinage de 1 de C. Puisque

in(z) = Y-y

si |z — 1| < 1, il est naturel d’espérer que
xp LV = U

soit égal a

InA:— Z u

sur un voisinage de I dans C7'. Pour verlﬁer que c’est bien le cas, il suffit de remarquer
que

= A—-Dm

Syt Ay

m
m=1

ou [ est la fonction holomorphe

z—In(l+ 2)

restreinte & D(0, 1) et d’utiliser le résultat suivant :
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Proposition 1.5.5. Soient R et S des réels strictement positifs et soient
f(z) = Z A 2" et  g(z)= Z by 2™
m=1 m=1

des fonctions holomorphes respectivement sur D(0, R) et D(0,S) s’annulant en 0.

Cmp = E bkall QU

k>101>1,..,0,>1

Posons

Li+-+l=m
pour tout m > 1. Alors
(oo}
h(z) = Z 2™
m=1

est holomorphe sur D(0,T) si

T:sup{T>O:T<R,Z]@m\Tm<S}

m=1

et coincide avec g o f sur cet ensemble. De plus, on a

9(f(A)) = h(A)
pour tout A € C?! tel que ||A|| < T.

Démonstration. Soit T € |0, R[ tel que

o0
Z lan|T™ < S
m=1

et soit z € D(0, 7). Considérons la famille de nombres complexes

L I
(bkallz T >(k:,l)el

ou
I={(k1):k €Nyl eN;}.
Posons
I, = {(k,1) : 1 € Ni}
pour tout k£ € Ny. Puisque I est 'union disjointe des I, avec k € Ny et que

o0

SON TS a2 < b (Z |azl||z|ll> (Z !azklle’“)
k=1

k=11l=1 lp=1 li=1 =1

oo o0 k
<[l <Z|az|7l>
k=1

=1
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si |z] < 7, on voit que la famille considérée plus haut est absolument sommable si

|z| < 7. Posons

Jm ={(k,1)  k€Ng,l e NE Iy + - + 1, = m}.

Par construction, il est clair que J,, est fini pour tout m € Ny et que I est I'union

disjointe de .J,,, avec m € Ny. Vu ce qui précéde, on en tire que

ibk (i alzl> Z bkall cee a2 l
k=1 =1

si |z| < 7. En raisonnant de méme avec z remplacé par A et |z| remplacé par || Al

on voit aussi que
o0 o0 k“ o0
> (Sat] - S
k=1 =1 m=1

pour tout A € C? tel que ||A]| < 7. La conclusion est alors immeédiate.

O

En fait, dans le cas ou g(z) = exp(z) et f(z) =1(z),ona R=1et S = 400 et

le résultat précédent montre que
exp(lnA) = A

pour tout A € C! tel que ||A —I]| < 1. De méme, dans le cas ou g(z)
f(z) =exp(z) —1,ona R= 400, S =1 et on tire que

In(exp(A)) = A

si A € CI est tel que ||A]| < T on

[e.e]

T =sup{T >0 Z—‘
=sup{T >0:¢€" —1<1}

=1In2.
Cela étant, si nous posons

U={AecC}:|A] <In2}

= 1(2) et
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et
V={AeC:||[A—1I|| <1,|[InA|| <2}

il est alors clair que exp(U) C V, que In(V') C U et que
exp: U —V

et
In:V—=U

sont des difféomorphismes inverses I'un de ’autre. Dans le cas ot n = 1, les ouverts
U et V sont faciles a visualiser.

1OF ' ' T 3 10F
P . — 3 y
05} y SN 4 05} /
‘ 1 F |
0.0} U E 0.0} Y
_05l A x ’ ] -0.5j 4
’1'0’\ S S S S T S AT S S WO | ’1'0’\ S S S S O T S S S RS S W B |
-1.0 -05 0.0 05 1.0 0.0 05 1.0 15 2.0

1.6 Théoréme du rang constant

Proposition 1.6.1. Soit {2 un ouvert de R" et soit f : {2 — R™ une application de
classe Cy (k > 1). Supposons que

sur un voisinage de xy € §2. Alors, il existe un voisinage U, de x( dans §2, un voisinage
Vo de yo = f(x¢) dans R™, des voisinages Uy = Vi, Us, V4 de 0 respectivement dans
RP R"P R™P et des difftomorphismes

0:Uyg— U xUsy,  ¢:Vy— Vi xVh

tels que
(o fop™ ') (@1, 22) = (71,0)

sur Uy x Us.
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Démonstration. Identifions R™ & RP x R""? et notons (1, x2) 'image de x € R" par
cette identification. De méme, identifions R™ a RP x R™~? et notons (y;, y2) I'image
de y € R™ par cette identification. Quitte & composer f avec des translations et des
permutations, nous pouvons supposer que xy et yo sont respectivement les origines

de R™ et R™ et que

I

Considérons alors I'application ¢ définie sur {2 en posant

(21, 22) = (fi(21, 22), 22).

Par construction,

0[O0 Oh
= N — (9:171 8.1’2
a(mh xQ) O In—p
Vu ce qui précede, on a donc
det O # 0

8(271, [L’Q)

et le théoréme de la fonction inverse montre qu’il existe un voisinage Uy de xy dans
) dont I'image par ¢ est un voisinage ouvert de 0 dans R" et pour lequel

¢ : Uy — o(Up)

est un difféeomorphisme de classe C}. Quitte a restreindre Uy, on peut méme supposer
que p(Uy) = Uy x Uy ou Uy et Us sont des voisinages de 0 respectivement dans R?
et R"P. Posons

9(21,73) = (f o o™ ")(21, T2).
Par construction, on a
gl(i.vbj;?) = jjvl

et
I 0
% = 852 892
O(z1, T3) 8_3?1 8_:172
Comme
rg —89 =P
(21, 72)

sur un voisinage de (0,0), on en tire
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est nul sur un voisinage de (0, 0). Quitte a restreindre /le et /I}; on peut donc supposer
que
92(%1, 73) = h(1)

ou h : 6; — R™7P est de classe C},. Posons alors

Yy, v2) = (Y1, 92 — h(1))

pour tout y; € /le et tout yo € R™7P, On a clairement

(.7]17?]2) = w(yhyQ)
si et seulement si
Y =", Yo=y2+h(n).

En d’autres termes,
’QD . Ul x R™™P — U1 x R™7P

est un difféomorphisme. Pour conclure, il suffit alors de poser ‘71 = a, 172 = R™P
et de constater que

(Yo fop™')(a1,22) = (Vo g)(71,72)
= (91(51,52)792(51752) - h(ﬁ))
= (21,0)

si (41, 72) € Uy x Us. O

1.7 Lemme de Morse

Soit f une fonction réelle de classe C} sur un ouvert {2 de R™. Les résultats
obtenus dans les sections précédentes clarifient de maniére trés satisfaisante la nature
de I'ensemble S des solutions de 1’équation

flz) =0
dans  prés d'un xy € S tel que
0
8_£(x0) # 0.
Cependant, ces résultats ne nous donnent d’information dans le cas ou
0
() =0

que si f est identiquement nul sur un voisinage de z.

A titre d’exemple de ce qui peut se passer dans les autres cas, nous allons a
présent établir un résultat intéressant di a M. Morse et qui a de nombreuses appli-
cations en topologie différentielle.
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Proposition 1.7.1. Soit f une fonction réelle de classe Cy (k > 3) sur un ouvert )
de R™ et soit xy € €). Supposons que f s’annule avec toutes ses dérivées en xy mais

que la matrice hessienne de f en xg soit une matrice symétrique non singuliére de
signature (p, m). Alors il existe un voisinage Uy de xy dans €}, un voisinage Vj de
0 dans R" et un difféomorphisme ¢ : Vo — Uy de classe Cy_o tel que ¢(xg) = 0 et

pour lequel
(fo) W) =yi+ +Y = Ypi1 =~ Ypim
pour tout y € Vj.

Démonstration. Remarquons d’abord que si

o : Vo — U

est un difféomorphisme entre un voisinage de yo € R" et un voisinage de xo =

dans 2, alors on a

Ifop) ~=0f 0o,
Oy Z Oz, ° Sank

et

8 o, "0 0
D»> TRRDI Lo
8y38yk - 8@81’8 Gyj OYp 0x 0y;Oyx,
Comme les dérivées premiéres de f s’annulent en xg, on en tire que

Grad,,(foyp) =0

et que

—~

0 0
I%%WUow>=5§@wHw%J5§@@

©(Yo)

Cela étant, la théorie de la réduction des formes quadratiques réelles (voir Appen-
dice) nous montre que, quitte & composer f avec un changement de variable affine,

on peut supposer que rg = 0 et que

1 I
g Hessn [ = ( ' —Jm)'

Dans ces conditions, posons £ = d(0, Q) et considérons z € B(0,¢). En appliquant

la formule de Taylor limitée avec reste intégral a

t— f(tx)
pour ¢ € [0, 1], on voit que
B Of (tx) 1 02 f(tx)
= 12yt 50| 4 [a-n=L

ot?



1 SYSTEMES D’EQUATIONS DE CLASSE Cx (K >1) 31

et par conséquent que

Fx) = / (1= ) ((Hessy, o) db.
0
Posons .
S(z) = / (1 —t)Hessy, f dt
pour tout x € B(0,¢). Par construct(i)on, la loi
x— S(z)

définit bien str une application Cy_o de B(0,¢) dans le sous-espace vectoriel de R
formé par les matrices symétriques. De plus, on a

S(0) = 2Hessy f = (Ip i )

et
f(x) = (5(x)x, x)
pour tout z € B(0,¢). Grace au Lemme ci-aprés, on trouve alors une application

x — R(x)

de classe Cy_y sur B(0,¢) et a valeurs dans le sous-espace vectoriel de R formé
par les matrices triangulaires supérieures pour laquelle on a R(0) = I et S(z) =

E(\Jr/)S(O)R(az) pour tout = € B(0,¢). Posons
U(z) = R(z)z

pour tout z € D(0,¢). Par construction 1 est de classe Ci_o sur B(0,¢) et on a

8¢] aR]l 895;
oo, Z L Bl
sur B(0,¢). Cela montre en particulier que
oY
1
5, 0) =

et que v établit un difféomorphisme de classe C_» entre un voisinage Uy de 0 dans
B(0,¢) et un voisinage V4 de 0 dans R". De plus, comme on a

f(z) = (S(z)z,x)
- <R(:U)S(0)R(x):c,:c>
= (S(0)R(z)z, R(z)x)
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pour tout z € B(0,¢), il est clair que

(fod™ W) =m+ 4% —Yp1 =~ Ypim
sur Vj. Pour conclure, il suffit donc de poser ¢ = 7L, O

Lemme 1.7.2. Soit D une matrice diagonale réelle et non singuliére. Alors la loi
R+ RDR

induit un difféomorphisme de classe C, entre un voisinage de I dans le sous-espace
vectoriel T' de R} formé par les matrices triangulaires supérieures et un voisinage de
D dans le sous-espace vectoriel S de R' formé par les matrices symétriques.

Démonstration. Notons
c:T— S

I’application considérée dans I’énoncé. Vu sa définition, il est clair que o est de classe
Cs- De plus, si H € T, on a

do 0 ~ .
8_H(]> =5 (I +tH)D(I +tH) e HD + DH.
Il s’ensuit que
do
oD ="

si et seulement si la matrice DH est antisymétrique. Comme cette matrice est aussi
triangulaire supérieure, cela ne peut arriver que si DH = 0 c’est-a-dire si H =
0. Ce raisonnement montre que la différentielle de o en I est injective. Comme
dim S = dim T, cette différentielle est aussi surjective et on peut donc conclure par
le théoréme d’inversion locale. O]



2 Systémes différentiels normaux du premier ordre

2.1 Théorémes d’existence et d’unicité dans le cas général

Définition 2.1.1. Dans la suite, nous appellerons systéme normal d’équations dif-
férentielles ordinaires du premier ordre un systéme du type

2'(t) = f(t,x(t))

ou f : 2 — R" est une application continue dont le domaine {2 est un ouvert de
R x R™. Nous appellerons solution de ce systéme sur un intervalle ouvert I de R
une application ¢ : I — R" de classe (] telle que

(a) (T, () €9,
(b) ¢'(t) = f(t, (1))
pour tout t € I.

Plutot que de chercher a décrire directement toutes les solutions d’un systéme
normal du premier ordre donné, il s’avére plus simple de commencer par étudier
celles qui vérifient une condition initiale du type

¢(to) = x0

pour un (tg, zo) € Q2 fixé (i.e. d’étudier les problémes de Cauchy associés).
Une premiére étape importante pour résoudre un tel probléme consiste a remar-
quer qu’il admet la formulation intégrale suivante :

Proposition 2.1.2. Soit f : 2 — R™ une application continue sur un ouvert ) de
R xR™, soit (tg, zo) € 2 et soit ¢ : I — R"™ une application continue sur un intervalle
ouvert I de R contenant tq telle que (t,p(t)) € Q pour tout t € I. Alors, pour que
@ soit une solution du systéme

' = f(x,t)

passant par xg en tg, il faut et il suffit que

o(t) = 70 + / f(r.0(r)) dr

pour tout t € I.

Démonstration. Si ¢ est une solution du systéme

7’ = f(t,:L’)
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alors ¢ est de classe (] sur I et on a

¢'(t) = f(t, o(1))

pour tout ¢t € I. Il s’ensuit que

w@—w@OZthmhnm.

Si de plus p(tg) = xg, on en tire directement que

ww:m+[f@wﬂm7

pour tout ¢t € I.
Réciproquement, si

¢@=%+[fhwﬂwf

pour tout ¢t € I, il résulte de la continuité de

fto(t))

sur I que p(t) est de classe Cy sur I et que

pour tout ¢ € I. Comme on a bien str aussi ¢(ty) = xg, le résultat est établi. ]

L’équation intégrale rencontrée dans le résultat précédent est en fait une équation
de «point» fixe pour 'opérateur

t
P+ o + / f(r(7)) dr
to
défini sur I'ensemble des applications continues ¢ : I — R" telles que

(t, (1) €

pour tout ¢ € I. On est donc conduit assez naturellement & essayer de la résoudre
en adaptant le théoréme du point fixe usuel :

Lemme 2.1.3. Soit B(xzo, R) une boule ouverte de R™, soit I un intervalle ouvert
de R contenant ty et soit

f:1Ix B(zg,R) —» R"

une application continue. Supposons qu’il existe L > 0 et M > 0 et 8 > 0 tels que
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(a) |f(t,y) = f(t,2)| < Lly — ],

(b) [f(t,x)[ < M,

(c) |t —to] <0,
si (t,z) et (t,y) € I x B(xo, R). Supposons également que

0 <inf(R/M,1/L).
Alors, il existe une et une seule application continue
¢: I — B(zo, R)
telle que t
ot =0+ [ firplr) dr

pour tout t € I. 0

Démonstration. Posons
t
()0 =20+ | f(rplr) dr
to

pour tout ¢ € Cy(I; B(zg, R)) et tout ¢t € I. Par construction, il est clair que
I’application
T(p): I —-R"

est de classe . De plus, comme

T()0) —a = | f(rolr) dr
il résulte de (b) que
|7 (¢)(t) — xo] < MO <R

pour tout ¢ € I. Il s’ensuit que

En particulier 7 est une transformation de Cy(1; B(zo, R)) et tout revient & montrer
que cette transformation posséde un unique «point» fixe.

Soient , 1 deux applications continues de I dans B(z, R). Vu la définition de
T, il est clair que

waw—fwxwz/ﬁﬂawv»—fmvadT

to
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pour tout t € I. Vu (a), il s’ensuit que

I TW)(t) = T(p)(1)] < L/t [9(7) = @(7)] dr

< LOsup [¢)(7) — o(7)|

Tel

pour tout ¢ € /. Si on convient de noter ||-||; la norme uniforme sur I, cette relation
peut se réécrire sous la forme

1T () =T (o)l < LOb —oll; -
Comme L# < 1 vu (c), cela montre que I'application
T Co([7 B(.’L'(), R)) — Co([, B(.flf[), R))

est contractante pour la distance uniforme sur 1.
Notons ¢ application constante de I dans B(xg, R) définie en posant

@o(t) = xo

pour tout ¢ € [ et construisons de proche en proche les ¢, € Cy(I; B(xo, R)) en
posant

Pm+1 = T(SOm)

pour tout m > 0. Par construction, on a

lemir = mll; = 1T (pm) = T (Pm-1)ll; < LO[[om = Pmll;

pour tout m > 1. Il s’ensuit que

lmis = @mll; < (LO™ [l = ol

pour tout m > 0. Si ¢ > p > 0, on tire alors de la relation

q—1
Pqg — Pp = Z(@m—kl - @m)
m=p
que
q—1
leg = pll; < D (LA™ llor — ol -
m=p

La suite ¢,,, est donc uniformément de Cauchy sur I. Elle converge donc uniformeé-
ment sur [ vers un ¢ € Cy(I; R™). Comme

| omi1(t) = wo| = [T (pm)(t) — wo| < M6



2 SYSTEMES DIFFERENTIELS NORMAUX DU PREMIER ORDRE 5

pour tout t € I et tout m > 0, un passage a la limite montre que
o(I) C B(xg, M) C B(xg, R).
Cela étant, la relation

[emr1 =T ()l = 1T (em) = T()ll; < LO[om — el

a lieu pour tout m > 0. Un passage a la limite dans cette relation montre alors que

T(p)=¢

et que 7 posséde un «pointy fixe dans Cy(I; B(zo, R)).
Pour conclure, il suffit alors de remarquer que si ¢ est un autre «point» fixe de
7 dans Cy(I; B(xg, R)) alors la relation

[ =@l = ITW) = T(p)ll; < LOlY — el

montre que ¥ = o sur [ puisque sinon on en tirerait que
1< Lo

en contradiction avec (c). O

La condition (a) du lemme précédent est due & Lipschitz. Comme des conditions
de ce type vont revenir souvent dans la suite, nous allons adopter la définition
suivante :

Définition 2.1.4. Soit D une partie de R™ x R"?, soit f : D — R™ une application.
Pour tout L > 0, on dit que f(x1,x3) est L-lipschitzienne par rapport a x4 sur D si

|f(21,92) — f(w1,22)| < L|ya — 22

pour tous (z1,x9), (x1,y2) € D.

Lorsque la condition précédente est satisfaite pour au moins un L > 0, on dit
simplement que f(xy,z2) est lipschitzienne par rapport a xo sur D.

Enfin, lorsque tout point de D posséde un voisinage sur lequel f(xi,xs) est
lipschitzienne par rapport a x,, on dit que f est localement lipschitzienne par rapport
a x9 sur D.

Proposition 2.1.5. Soit 2 un ouvert de R™ x R"™ et soit f une fonction définie
sur €). Supposons que

Qp, = {x2 € R™ : (21, 22) € Q}
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soit convexe pour tout x; € R", que f(x1,x5) soit continiiment dérivable par rapport
a xy sur €1, pour tout x; € R™ et que

Ha[ﬁg

sur ). Alors f est L-lipschitzienne par rapport a xo sur €.

Démonstration. Supposons que (z1,x2) et (x1,ys) € Q. Comme (), est convexe, le
segment [(z1,x2), (21, y2)] est inclus dans 2 et la fonction

t fr1, 22 +t(y2 — 72))
est contintiment dérivable sur [0, 1]. De plus, comme

Of (1,00 +t(y2 — 32)) _ Of
ot 81'2

(w1, 22 + (Y2 — 2)) (Y2 — 72)

on a aussi

of
(w1, y2) — f(21, 72) o (w1, 02 +t(y2 — 22))(y2 — 12) dt.

Il s’ensuit que

[ %
|f(z1,92) = fl21, 22)| /
/

(21, 20 + t(y2 — 12))(y2 — 22)| dl

$1,$2+t(y2—$2 H Y2 — 2o dt
|y2 - $2|
d’ou la conclusion. ]

Corollaire 2.1.6. Soit €2 un ouvert de R™ x R™ et soit f une fonction définie sur
Q). Supposons que f(x1,z3) soit continiment dérivable par rapport a xy sur ). Alors
f est localement lipschitzienne sur ).

Démonstration. Pour tout xq € €, il existe € > 0 tel que
B(ZE(), 6) C Q.

Comme f(z1,x2) est continiment dérivable par rapport a xs sur ) et que B(xg,¢)
est compact, il existe alors L > 0 tel que

H3I2

sur B(xg,€). On peut alors conclure en utilisant la convexité de B(zy,¢) et la pro-
position précédente. O
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Proposition 2.1.7. Soit 2 un ouvert de R™ x R" et soit f une fonction continue
sur Q. Supposons que f(x1,x3) soit localement lipschitzienne par rapport a xo sur
Q. Alors tout compact K de Q) posséde un voisinage V' dans ) sur lequel f(x1,xs)
est lipschitzienne par rapport a s.

Démonstration. Par hypothése, pour tout zy € €2 il existe g > 0 et Ly > 0 tels que
B(xg,e0) C 2 et pour lesquels

|f(z1,92) — f(z1,22)] < Lolya — 2|

pour tous les (z1,y2), (21, x2) € B(xo,€0). Puisque K est un compact de €2, il existe
un nombre fini de points (x4)aca de K et des réels strictement positifs (Ly)aeca et

(£a)aca tels que
K C U B(xa,e4/2)

acA
et pour lesquels
|f(1,92) — f(z1,22)| < Laly2 — 22
pour tous les (z1,92), (21, 22) € B(Za,Eq). Posons
V=|]JB(wac/2) et M=suplf]
acA v

et considérons = = (x1,x9) € V. Alors, il existe a € A tel que
|z — 24| < £4/2.

Supposons maintenant que y = (z1,y2) € V. Si |ys — 22| < £,/2 alors y € B(xq,€4)
et on a

|f(21,92) — f(z1,22)| < Laly2 — 2.

Si |ya — xo| > €4/2, la majoration

|f(w1,2) — f(z1,22)] < 2M

montre que
4M
|f(z1,y2) — fw1,22)| < €—|?/2 — Ty

«

Il s’ensuit que dans tous les cas, on a

|f(21,92) = f(71,229)| < L|ya — 22

4M
L = supsup (La, —) .
€

a€A a

si on choisit
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Proposition 2.1.8 (Unicité globale). Soit f une fonction continue sur un ouvert €2
de R x R™ et soit (tg, zo) € 2. Supposons que f(t,x) soit localement lipschitzienne
par rapport a x sur ) et que @ et 1) soient deux solutions du probléeme de Cauchy

o'(t) = f(t,z(t);  w(to) = w0
sur un méme intervalle ouvert I de R contenant t,. Alors
=1
sur I.

Démonstration. Posons

E={tel:p(t)=y()}
Par construction, E est un fermé de I qui contient t,. Soit ¢; € E et soit 1 = ¢(t;).
Il existe alors Ry > 0 et €1 > 0 tels que

]tl — El,tl + 61[ X B($1,R1)

soit un voisinage relativement compact de (¢1,x1) dans € sur lequel f(t,x) est Li-
lipschitzien pour un L; > 0 bien choisi. Comme f est continu sur €2 il existe M; > 0
tel que

f(t, .T) S M1

sit—ty| <ep, |x—2x1] < Ry. Comme p(t1) = x1 = 1(t1) et que p et ¥ sont continus
sur [, il existe alors € > 0 tel que
e< inf(81, Rl/J\Jl7 1/L1)
et pour lequel on a
]tl —61,t1+81[c 1,
¢ (Jt1 — e, t1 +e1]) C B(ay, Ry), Y (Jt1 —e1,t1 + 1) C By, Ry).

Pour un tel €, le Lemme 2.1.3 montre que

pour tout t € |t; —e,t; + ¢[. On en tire que |t; — &,t; +¢[ C E et, comme ¢; peut
étre choisi arbitrairement dans F, il s’ensuit que E est une partie ouverte de /. La
connexité de I entraine alors que E = [ ; d’ou la conclusion. O
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Proposition 2.1.9 (Existence locale). Soit f une fonction continue sur un ouvert
) de R x R"™. Supposons que f(t,z) soit localement lipschitzienne par rapport a x
sur ). Alors pour tout compact K C € il existe € > 0 tel que le probléme de Cauchy

d'(t) = f(t.z(t);  z(to) = o
posséde une solution sur |ty — €, tg + €| quel que soit (ty, o) € K.

Démonstration. Vu la Proposition 2.1.7, on sait que K posséde un voisinage ouvert
relativement compact dans 2 sur lequel f(t,z) est L-lipschitzienne par rapport a x
pour un L > 0 bien choisi. Posons

M = sup|f].
1%

Choisissons € > 0 et R > 0 de sorte que
Jto —e,to+ €[ x B(xg,R) CV
pour tout (o, z) € K et que
e <inf(R/M,1/L).
Dans ces conditions, f vérifie les conditions du Lemme 2.1.3 sur
lto — &,to + €[ X B(xzg, R)
et il existe donc un et un seul ¢ € Cy(Jty — €,to + €[, B(xo, R)) tel que
P'(t) = f(t o(t))
et pour lequel ¢(ty) = xo. O

Définition 2.1.10. Soit f une fonction continue sur un ouvert 2 de R x R"”, soit
(to, o) € Qetsoit p: [ — R™et ¥ : J — R" deux solutions du probléme de Cauchy

2(t) = f(tx(t);  x(to) = o

Nous dirons que 1 prolonge ¢ si J D I et si ¢ = .
Lorsque ¢ n’admet pas d’autre prolongement que lui-méme, nous dirons que ¢
est une solution non-prolongeable du probléme de Cauchy considéré.

Proposition 2.1.11. Soit 2 un ouvert de R x R", soit f :  — R™ une application
continue et soit (tg,zo) € Q. Supposons que f(t,x) soit localement lipschitzienne
par rapport a x sur ). Alors le probléme de Cauchy

2(t) = f(t,x(t);  a(to) = o

posséde une et une seule solution non-prolongeable. De plus, cette solution prolonge
toute autre solution du probléme de Cauchy considéré.
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Démonstration. Soit (ps : [y — R")scg la famille des solutions du probléme consi-
déré. Puisque

@So|].goﬁ]sl : ]So N Isl - Rn et 8051|I_90r1131 . ISO N IS1 - Rn

sont deux solutions de notre probléme sur le méme intervalle, la Proposition 2.1.8
montre que

Pso(t) = s, (1)
pour tout t € I, N I,,. Il s’ensuit qu’il existe un et un seul ¢ défini sur

[:UL

seS

et tel que

(10|Ie = ()05
pour tout s € S. Par construction I est alors un intervalle ouvert de R contenant
to et ¢ : I — R" est une solution de probléme de Cauchy étudié. Cette solution

est clairement un maximum de ’ensemble des solutions ordonné par prolongement,
d’ou la conclusion. O

Pour détecter si une solution d'un probléme de Cauchy est ou n’est pas prolon-
geable, on dispose du résultat suivant :

Proposition 2.1.12. Soit 2 un ouvert de R x R", soit f : 2 — R™ une application
continue et soit (to, xg) € 2. Supposons que f(t,x) soit localement lipschitzienne par
rapport a x sur §) et que ¢ : |a,b] — R™ soit une solution du probléme de Cauchy

2(t) = f(tx();  x(to) = zo.

La solution ¢ est non-prolongeable si et seulement si pour tout compact K C 2 il
existe a < (3 dans |a, b tels que

(t, (1) € K
sité¢|a,f].

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. Supposons donc que ¢
soit non-prolongeable et que K soit un compact de 2. Vu la Proposition 2.1.9, on
peut trouver € > 0 tel que le probléme de Cauchy

2(t) = ftz(t);  a(t) =m
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posséde une unique solution ) sur |ty —e,t; + €[ pour tout (t1,x1) € K. Cela
entraine que (¢,¢(t)) € K sit > b — ¢ (resp. si t < a — ¢). En effet, s'il existait
t1 >b—¢ (resp. t1 < a—¢) avec (t1,p(t1)) € K alors la solution

’17[)1 I]tl—g,tl‘l‘g[

du probléme de Cauchy

a'(t) = f(t,x(t)); z(t1) = w(t1)

coinciderait avec ¢ sur |t; —e,t + [ N ]a,b[. Cela permettrait de prolonger ¢ a
la,b[Ut; — e,t; + €] D ]a, b] en contradiction avec le caractére non-prolongeable de

©.
Montrons a présent que la condition est aussi suffisante. Supposons donc qu’elle
soit satisfaite mais que ¢ soit prolongeable. Alors, il existe une solution

Y e, df — R

du probléme considéré avec ¢ < a ou d > b et telle que (t) = (t) sit € |a, b[. Dans
le premier cas

{(t, o(t) : t € Ja, to]}
est inclus dans le compact
{(t,¢(t) : t € [a, to]}
de 2 et dans le second
{(t,¢(t)) - t € [to, b[}
est inclus dans le compact
{(t,v(t) : t € [to, b]};
on aboutit donc dans chaque cas & une contradiction. O

Remarque 2.1.13. La preuve de la proposition précédente montre aussi que la
solution ¢ est prolongeable si et seulement si

(t, o(1))

+

converge vers un point de {2 pour ¢t — a™ ou pour t — b~.
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2.2 Théorémes d’existence et d’unicité dans le cas linéaire

Définition 2.2.1. Un systéme normal d’équations différentielles du premier ordre
sur un ouvert 2 = I x R" de R x R" est dit linéaire s’il s’écrit sous la forme

2'(t) = A(t)z(t) + b(t)
ot A: I — R et b: I — R" sont des applications continues.

Remarque 2.2.2. Pour un systéme normal d’équations différentielles du premier
ordre du type considéré dans la définition précédente, on a donc

f(t,x) = Alt)z + b(t)
pour tout (t,z) € I x R™. 1l s’ensuit que

[F(ty) = F@t )| < AD |y — |

pour tous (t,y), (t,z) € I x R™. Cela montre que f(t,z) est toujours localement
lipschitzienne par rapport & = sur I x R". Comme A : [ — R est continu, cela
montre méme que f(¢,x) est lipschitzienne par rapport & x sur J x R™ pour tout
sous-intervalle relativement compact J de I.

On peut donc lui appliquer directement la proposition suivante :

Proposition 2.2.3. Soit I un intervalle ouvert de R, soit f : I x R® — R™ une
application continue et soit (to, xg) € I xR™. Supposons que f(t, x) soit lipschitzienne
par rapport a x sur J x R™ pour tout sous-intervalle relativement compact J de I.
Alors la solution maximale du probléeme de Cauchy

2'(t) = f(t, x(t)); x(to) = o
est définie sur I tout entier.

Démonstration. Pour toute application continue ¢ : I — R™, définissons 7 (¢) :
I — R™ en posant

T()(t) =m0 + / Fr. () dr.

Il est alors clair que 7 () est continu sur /. Soit J un sous-intervalle relativement
compact de I. Vu nos hypothéses, il existe alors L > 0 pour lequel f(t,z) est L-
lipschitzienne sur J x R™. Soient ¢ : I — R"™ et ¢ : I — R" des applications
continues. En procédant comme dans la preuve du Lemme 2.1.3, on voit alors que

I T(@)(t) = T(p)(t)] < L/t [9(7) = @(7)] dr
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sit e J. Il s’ensuit que

|t — to|™

m)

[T () () = T™ () ()] < L™ 14—l

sur J pour tout m > 0. Comme dans la preuve du Lemme 2.1.3, construisons la suite
(¢m)m>0 de proche en proche en choisissant arbitrairement une application continue
wo : J — R" et en posant

Pmi1(t) = T (pm(1))

pour tout m > 0 et tout ¢t € I. Vu ce qui précéde, on a

|oms1(t) — om(t)| < L ol o1 — woll

pour tout m > 0 et tout ¢t € J. Il s’ensuit que

q—1
m |t — to|™
g (t) — op(t)] < Z L o 1 = ol
m=p
siqg>petsiteJ. Comme la série
m!
m=0

converge vers ellt=tol yniformément en ¢ sur tout compact de R, la majoration pré-
cédente montre que ¢, est uniformément de Cauchy sur J. Comme J est un sous-
intervalle relativement compact arbitraire de I, cela montre que ¢,, converge dans
Co(I,R™) vers une fonction ¢ telle que

T(p) = ¢.

Vu le Lemme 2.1.3, cette fonction ¢ est une solution du probléme de Cauchy étudié
sur [ tout entier. O

Corollaire 2.2.4. Soit I un intervalle ouvert de R. Soient
A: I —-R! et b: I —R"

deux applications continues et soit (to, xo) € I x R™. Alors la solution maximale du
probléme de Cauchy

() = A(t)z(t) + b(t); x(to) = xo

est définie sur I tout entier.
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Démonstration. Cela découle directement de la proposition précédente compte tenu
de la Remarque 2.2.2. O

Montrons & présent qu’il est possible de ramener la résolution d’un systéme du
type
2'(t) = A(t)z(t) + b(t)

a celle du systéme homogéne

qui lui est associé.
Définition 2.2.5. Soit [ un intervalle ouvert de R, soit tg € I et soit
A: T —-R"

une application continue. Vu ce qui précéde, nous savons que pour chaque j €
{1,...,n}, il existe une et une seule solution ¢, : I — R" du probléme de Cauchy

o'(t) = At)z(t);  x(to) = e;.
On peut donc considérer la matrice

Caltito) = (p1(t) -+ enlt)).

On dit que D 4(t; ) est la solution matricielle fondamentale du systéme

associée a ty.
Remarque 2.2.6. Par construction, on a

0P A(t; to)

o = ARt t)

pour tout t € [ et
D 4(to; to) = In

et ces deux conditions caractérisent la fonction matricielle
t— P y(t;to).
Exemples 2.2.7. Il est en général assez difficile de calculer la matrice
D4 (t;t0).

On peut cependant le faire assez simplement dans les deux cas particuliers suivants :
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(a) Sin =1 alors A = (a) et on vérifie aisément par dérivation que
t
B a(titg) = el D

(b) Si la fonction matricielle A est constante, alors I’étude de l’exponentielle ma-
tricielle effectuée dans le Chapitre 1 montre que

Da(tty) = et

Proposition 2.2.8. Dans les conditions de la Définition 2.2.5 la solution maximale
du probléme de Cauchy

est donnée par la formule

En particulier, les colonnes de ® 4(t; ty) fournissent une base du sous-espace vectoriel
de Cy(I;R™) formé par les solutions du systéme

et la matrice
D 4(t1;0)

est non singuliére pour tout t, € I.
Démonstration. Vu la remarque ci-dessus, si ¢(t) = ®4(¢;t9)zo, on a

(0) = PP ) A1y (5 1) = Aol

et
gO(to) = (I)A(to;to)l’o = 2y.

Cela montre que ¢(t) est bien la solution maximale du probléme de Cauchy consi-
déré. On en tire que toute solution ¢ du systéme homogéne

'(t) = A(t)x(t) (*)

sur [ est égale a O 4(¢; to)xo pour o = (o). Cela montre que les colonnes de @ 4 (¢; )
engendrent l'espace des solutions de (*). Comme D 4(tg;t9) = I, ces colonnes sont
aussi linéairement indépendantes sur 1. Soit t; € I et xq tels que

(I)A(tl; to)Ig =0.
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Alors @ 4(t;tg)zo est une solution du probléme de Cauchy

a'(t) = A@)x(t);  x(t) =0
sur /. Comme ce probléme admet aussi la solution identiquement nulle, on a

D 4(t;tg)ro =0
pour tout ¢ € I. Il s’ensuit que
xog = Pa(to;to)ro = 0.
Ce raisonnement montre que la matrice
D 4(t1;t0)
est non-singuliére quelque soit t; € I. ]
Remarques 2.2.9. (a) Comme
Da(tito) ' altsto) = Iy

pour tout ¢t € I, on a aussi

0P A(t;t9) "
ot

1 a(I)A(t, to)

ATl

Du(tsto) + Paltsto)”

Il s’ensuit que
0D 4 (t; )"
ot
pour tout ¢ € I. En particulier,

= —Du(t;t0) TA()

pour tout t € I.
(b) Définissons le Wronskien du systéme (*) associé a ty par la formule

VVA(t7 to) = det CI)A(t, to)

—_——

Notons 41 (t), ..., va(t) les colonnes de ®4(¢;¢y). Comme

Walt;to) = det (m(t) -+ (1))

on voit que

3W (t;to)
Wattto) Zdet W) A0 ).
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Or,
7;(25) - a]k’)/k
k=1

puisque

(M () () = (1)
Donc,

t;to)

aWA IWalt:to) Zaﬂ t)det (71 (t)

= [tr AW a(t; t0).

Il s’ensuit que

Wa(tito) = iy tr AT) d

%) ()

17

Proposition 2.2.10 (Variation des constantes). Soit I un intervalle ouvert de R,

soit tg € I et soient
AT — R} et

deux applications continues. Alors la solution maximale du probléme de Cauchy

'(t) = A(t)x(t) + b(t);

est donnée par la formule

o(t) = Dalt; t9)C(2)

ol

b: I — R"”

.Z‘(t()) = X9

C(t) = xo + /t D 4(T;t0) " 0(T) dr.

to

Démonstration. Si
s’agit de fonctions de classe C] et on a

C'(t) = P(t; to) 'b(t);

et

O'(t) = At)DA(t; t0)C(t) + Palt; to)C' (1)

Il s’ensuit que 'on a

d’ou la conclusion.

O(to) = 29
p(to) = C(to).
¢(to) = o

©(t) et C(t) sont donnés par les formules de ’énoncé alors il
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2.3 Dépendance en les conditions initiales dans le cas général
Soit 2 un ouvert de R x R™ et soit f : {2 — R™ une application continue pour
laquelle f(t,z) est localement lipschitzienne par rapport a x sur €. Soit également
t = o(t;to, o)

la solution maximale du probléme de Cauchy

2(t) = f(t,x(t);  x(to) = o

associée a (tg,zg) € et soit [ (to,w0) SON intervalle ouvert de définition. Notre but
dans cette section est de comprendre comment

QO(L th xﬂ)

varie lorsque (o, o) varie dans €. Pour cela, nous aurons besoin des quelques lemmes
suivants :

Lemme 2.3.1 (Gronwall). Soient a, b, ¢ des fonctions réelles continues sur |« 3] C
R et soient ty € I et o € R. Supposons que a soit positif sur [to, 5[] et que sur cet
intervalle on ait .
wlt) <o+ [ la(r)olr) +b(r)] dr
to

Alors 1) est majoré par la solution ¢ du probléeme de Cauchy
2'(t) = a(t)x(t) + b(t); z(to) = xo

sur [to, (.

Démonstration. Vu la preuve de la Proposition 2.2.3, on sait que ¢ est la limite sur
|a, B de la suite ¢, définie de proche en proche en posant

wﬂw=m+/mw%mnwﬁdr

to
pour tout t € ]a, [ et tout m > 0. Comme a est positif sur /, un raisonnement par
récurrence montre alors que

Om <Y

sur [tg, 3] pour tout m > 0. La conclusion est alors immeédiate. O
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Lemme 2.3.2. Soit 2 un ouvert de R x R™ et soit f : 2 — R™ une application
continue. Supposons que f(t,x) soit localement lipschitzienne par rapport a x sur
Q et que (ty,x9) € Q. Notons ¢ : |a,b[ — R™ une solution du systéme

'(t) = f(t,2(t))
et soient «, 3 deux points de |a,b[ tels que o« < (3. Alors il existe un vy > 0 tel que
K={(tx):a<t<p, |v—pt)] <7}

soit un compact de ) et § > 0 inférieur a vy tel que si

V=A{(tx):a<t<p,|lz—pt)]<d}
et si g : |ag, bo[| — R™ est la solution maximale du probléme de Cauchy

d'(t) = f(tz(t);  2(to) = o
associé a (to, zo) € V alors Jag, bo| D [av, 0] et
(t, ¢o(t) € K
pour tout t € [a, 3.
Démonstration. Comme
{(t,0(t)) - t € [o, ]}

est un compact de €2 on sait déja qu’il existe v > 0 tel que

K={(ta):a<t<plr—pt)] <7}

soit un compact de €. Il existe alors L > 0 tel que
|f(t,22) — f(t,21)] < L|zg — 24
pour tous (¢, 1), (t,x2) dans K. Choisissons § > 0 de sorte que
6 < ye LB=a)

et considérons (to,z9) € V. Notons ¢q : ]ag,bo[ — R™ la solution maximale du
probléme de Cauchy
()= ft.x@):  2(to) = o

Alors (tg, z9) € K et la Proposition 2.1.12 montre que les bornes

ag = sup{t € |ao, o : (£, po(t)) & K}
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et
Bo = inf{t € [to, bo[ : (t,0(t)) & K}

sont finies et que ag < ap < ty < fy < bg. Par construction, on sait que (¢, po(t)) € K
sit € [ag, Bo]. 1l s’ensuit que [ag, Fo] C [a, B] et que 'on a

o) = plto) + / f(r,o(r) dr

oolt) = 20+ / £(r, po(r) dr

sit € [ag, Bo]. Ainsi,

() — polt)] < Iplte) — o] + L /[ 16(7) — ()] dr
to,t
si t € [ag, Bp]. Du Lemme 2.3.1, on tire alors que
o(t) — o(t)] < |e(to) — aole™T!
< 56L(/B*O‘)

<y

sit € |, Bo]. Siap > aousi fy < il en résulte que (o, po(an)) ou que (Bo, vo(Ho))
sont des points intérieurs & K en contradiction avec la définition de ag ou de (.
Cela montre que ag = « et que By = (; d’out la conclusion. O

Lemme 2.3.3. Dans les conditions du lemme précédent, I’application

(t; 2o, wo) = @ (t;to, 7o)
est dérivable par rapport a t et lipschitzienne sur o, 5[ X V et

Op(t;to, zo)
ot

(t7 th :L‘O) —
est lipschitzienne par rapport a (to, o) et continue sur ce méme ouvert.

Démonstration. Soient (t1,x1) et (t2,x2) dans V et soient ¢i(t) = @(t;t1,21) et
©a(t) = @(t;ta, z2). Vu ce qui précéde, on sait que ; et o sont définis sur |o, [[ et
ona (t,p1(t)) € K et (t,p2(t)) € K sit € |a, ] et que I'on a

or(t) = o1+ / f(ryo1(r) dr
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palt) = 7+ / f(7, o)) dr

sur cet intervalle. Il s’ensuit que

oa(t) — g1(t) = 2 — 11 — / " F(ralr)) dr + / Frpalt)) — f(rn(8))] dr

t1

et que

t
oa(t) — p1(8)] < s — 2] + Mlts — 1] +L/ oa(r) — 1 ()] dr
t1

sit € Ja, f] et si M désigne la borne supérieure de | f| sur K. Le Lemme 2.3.1 montre
alors que
|902(t) - @l(t” < (|ZL‘2 — :E1| + ]\4|t2 — t1|)eL\t—t1\

pour tout ¢ € ], #[. Soient maintenant 71, 75 € |a, 5[. De la relation
©2(72) — p1(11) = 2(72) = 2(T1) + 2(71) — 1(71)
= [t i+ () — i)
1
et de la majoration précédente, on déduit que
|02(12) — p1(10)| < |72 = 1| M + (g — 21 + Mty — t])e" =
< [M +(1+ M)eL(ﬁ*“)] |(T2; ta, x2) — (71511, 1)
Il s’ensuit que I'application
(t; to, w0) — @(t; to, o)
est lipschitzienne sur |a, 8] x V. Pour conclure, il suffit alors de remarquer que

ago(t, tU? 3:0)

S = (b plts to,a0)).

]

Proposition 2.3.4. Soit €2 un ouvert de R x R" et soit f : ) — R" une application
continue. Supposons que f(t,x) soit localement lipschitzienne par rapport a x sur
Q. Alors :

(a) L’ensemble
D = {(t;to,x0) ER X Q:t € L1520}

est un ouvert de R x (R x R™).
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(b) L’application
(o, wo) — (Lo, o)
est dérivable par rapport a t et localement lipschitzienne sur D.
(c) L’application
I (t; to, o)
ot

est localement lipschitzienne par rapport a (to, xo) et continue sur D.

(tv th xO) =

Démonstration. Cela résulte directement des deux lemmes précédents. O

Corollaire 2.3.5. Plagons-nous dans les conditions de la proposition précédente et
fixons ty et t; € R. Posons

Uttr 1) = {20 € R : (13 t0, 20) € D},

Uttot) = {21 € R" 1 (to;t1,21) € D}
et
P(tr,t0) (T0) = @(t1; to, To).
Alors,
P(trt0) * Uttrto) — Ultota)

est une bijection continue et localement lipschitzienne dont la réciproque est conti-
nue, localement lipschitzienne et donnée par

Ptotr) * Uttotr) = Ut to)-
Démonstration. Il est clair que
z1 = ¢(t1; o, Zo)
est bien défini pour tout xg € Uy, 4,). Par définition,
t — p(t;to, zo)
est une solution du probléme de Cauchy
2'(t) = f(t,z(t)); z(ty) = xo

sur I(zy.2,)- Comme ¢ € Iy, 4), ¢’est aussi une solution du probléme de Cauchy

2(t) = ftz();  w(t) =m
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sur ce méme intervalle. Il s’ensuit que I, 41) D L(1y,40) €t que

o(t;ty, z1) = @(t; to, 20)

sit € Iz Cela montre que x1 € Uy, ) et que

o(to;t1, 1) = x1.

La conclusion s’obtient alors en reproduisant le méme raisonnement aprés avoir
échangé t, et t;. O

Corollaire 2.3.6. Plagons nous dans les conditions du corollaire précédent et sup-
posons que ty < t; < to. Alors, on a

U(tz,to) = U(tl,to) N gpéi,to)(U(tQ,tl);

et
Pta,to) = Plt2,t1) © P(t1,to)

sur U(tQ,tO).

Démonstration. 1l suffit de procéder comme dans la preuve du corollaire précédent.
O

2.4 Dépendance en les conditions initiales dans le cas

La Proposition 2.3.4 est bien siir applicable lorsque f : {2 — R"™ est continu et
continiiment dérivable par rapport a x sur €2. Cependant, dans ce cas, il est naturel
d’espérer que la fonction

o(t;to, o)
ne soit pas que localement lipschitzienne et dérivable par rapport a ¢ sur {2 mais
qu’elle soit en fait contintiment dérivable par rapport a toutes ses variables. Si c¢’est
le cas, il découle du fait que
I
E(t; to, xo) = f(t, ¢(t;to, 20))
©(to; to, To) = To

pour tout ¢ € Iy, ) que

dg
t;to,
o lito: o)
est alors contintiment dérivable par rapport a (¢, o) sur D et que l'on a
Py of O
— " (t5tg, w0) = ——(t, p(t; t;t
8t03t( 3 07550) ax( a@( 3 O’xO))ato( ) 07'r0)
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0
tO; t(]?xo) + 4 (to;t07 I()) =0
Oty

et

0 0
——(t;to, o) = 8_£(t7 Sﬁ(t;tmxo))a_;;(t;to,xo)
0

a—;’;(toétoﬂo) =1,

pour tout (t; g, xg) € D. Si nous supposons de plus que les fonctions

0% 0%
(915(9150 8t8x0

sont également continus sur D, alors il découle de ce qui précéde que 'on a

sur I(;y.2,)- On est donc assez naturellement amené au résultat suivant :

24

Proposition 2.4.1. Soit €2 un ouvert de R x R" et soit f : {0 — R"™ une application
continue. Supposons que f(t, ) soit continiiment dérivable par rapport x sur Q. Soit

t — o(t;to, xo)
la solution maximale du probléme de Cauchy
2(t) = f(t,x(t);  x(to) = xo
et soit I (4, »,) son intervalle de définition. Soit également
t = (5 to, 7o)

la solution du probléme de Cauchy matriciel

9
M(t) = a_i:

M(to) = I,

(t, @(t;to, x0)) M(t)
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sur I, 2,y Alors ¢ est contintiment dérivable sur

D= {(t,to,wo) . (to,ﬂ?o) € Q,t € I(to,ito)}

et on a
dp
g(t?toaxo) = —¢(t;t0,$0)f(t0,xo)
0
0
a—z)(t;toumo) = Y(t; o, x0)

sur cet ensemble. De plus, les dérivées secondes

% ot ot ot
otot,” 0Otdxy  OtyOt’  Oxyot

existent et sont continues sur D et on a par conséquent

o Py ot Po Py
Otdty  Otgot Otdxry  OmoOt

sur cet ensemble.

Démonstration. Plagons-nous dans les conditions du Lemme 2.3.2 et choisissons
p > 0 pour que
B((to,0),p) C V.

Vu nos hypothéses, nous pouvons supposer que

af

ox

L = sup
K

Pour alléger les notations, posons

Yo(t) = ¥(t; to, 2o) et wo(t) = @(t;to, o)

pour tout ¢ € I(4, 4, et
pi(t) = @(t;t, 1)

pour tout ¢ € Iy, 4,). Fixons (t1, 1) € B((to, %0), p), to, t1 € |, B[. Par construction,
©o, @1 sont de classe Cy sur |o, 5] et on a

oolt) = 20+ / £(ry (7)) dr

or(t) = 21 + / f(ryo1(r)) dr
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sur |a, [. De plus, on a aussi

t
0
() =T+ [ L (rn(r)un(r) dr
to x
sur ce méme intervalle. Posons

e(t) = o1(t) — wo(t) +vo(t) f(to, o) (tr — to) — o(t) (21 — o)

pour tout ¢ € ], B[. Vu ce qui précéde, un calcul direct montre que

Fixons € > 0. Puisque la fonction

(15t1,21) — f(7,0(T;t1, 1))

est continue sur D, il existe n > 0 tel que

(7, 01(7)) = f(to, m0)| < €

si|T—tol < m, |t1 —to] < m, |21 — 29| < 1. Quitte & diminuer p, on peut donc
supposer que

(7, 01(7)) = f(to, m0)| < €

pour tout 7 € [tg, t1]. Puisque

(k) = F(t ) — 92 () 02— 1)

= /01 (%(t,yl +s(y2 — 1)) — %(tv%)) (v2 = w1) ds

0
pour tout (£,y1), (¢t,y2) € K et que 8_f est uniformément continu sur K, il est clair
x

qu’il existe n > 0 tel que

<elya =yl

t.) = Ft) = S o )
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si (t,y1) et (t,y2) € K et sont tels que |yz — y1| < 7. Comme
1 (t) — o) < (J&y — x| + M|ty — to|)eP P~

si t € |a, 8], on peut donc, quitte a diminuer p, supposer que

[T 01(7)) = F (7, 00(7)) — %(ﬂ o(7))(1(T) = #o(T))

< elp1(r) = po(7)]
S 8(’1’1 — .1'0‘ + M|t1 — t()’)eL(ﬁia)

si 7 € Ja, B]. Dans ces conditions, on voit que
le(t)] < elty — to| + e(|wy — mo| + Mty — to])eX P~ (B8 — o) + L/ le(T)| dr
[t07t1]

pour tout ¢ € ]a, B[ et par conséquent que
le(t)| < e (1 + (1 + M)elP=9(3 — a)) LB (1, 21) — (to, 20)]

sit € ]a, f[. Comme [, ] est un sous-intervalle arbitraire de ]ag, bo[, cela montre
que
(t; to, w0) — @(t; to, o)

est différentiable par rapport a (to, zo) sur D et que

S_Z)(tQto,xo) = —to(t) f (to, o)
0
a—;oo(t;to,xo) = o(t).

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que la loi

(t;t0, o) = Y(; Lo, z0)
est continue sur D en utilisant le lemme ci-dessous. O

Lemme 2.4.2. Soient
Ap:la, b — R” et Ajp:la, b — R}
deux applications continues et soit ty € |a,b. Supposons que

My :a, b — R et M :la,b] — R}
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soient des fonctions matricielles de classe C telles que
M(/) - AOMO M{ - AlMl
sur |a, b[. Alors, on a

[My — Mol 5
S (HM1<t0) - M()(to)” -+ ”Al - AOH[O{,B] HMOH[Q,B] (ﬁ — @)) eIIAlll[a,,@](ﬂ_Oé)

pour tout sous-intervalle compact [«, 3] de |a, b contenant ty,. En particulier,
M, — M,
dans Cy(Ja,b[; R?) si Mi(tyg) — Moy(to) dans R et si Ay — Ay dans Co(]a, b[; RY).
Démonstration. Soit [«, §] un intervalle compact de |a, b contenant ty. On a
(M; — M) = A1 M, — AgMy = Ay (M; — Mp) + (A — Ag) My

sur |a, b[. Donc,

My (t) — Mo(t) = Mi(to) — Mo(to) +/ Ay (T) (M (1) — Mo(7)) dr

to

+/ (A1 (1) — Ao(7)) Mo(7)dT

to
pour tout ¢ € ]a, b[. Il s’ensuit que
M () = Mo(@)]| < [[Ma(to) — Mo(to)ll + [[Ar = Aol [ Moll o 51 (8 = @)

il [ 1M) 2]
t

[to,

pour tout ¢ € ]Ja, B[. Vu le Lemme de Gronwall, on en tire que

IM1(t) = Mo(1)]
S (HMl(tO) - Mg(to)“ + HAI - Ao”[a,ﬁ] HMOH[CM,[?] (ﬁ — Oé)) eHAlu[a,,@](t—tO)

pour tout ¢ € [, f]; ce qui permet de conclure. ]
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2.5 Application au redressement des champs de vecteurs

Proposition 2.5.1. Soit f : U — R™ un champ de vecteurs de classe C sur un
ouvert U de R™ et soit xg, un point de U tel que f(xg) # 0. Alors, il existe un
difféeomorphisme x : V' — V d’un voisinage ouvert V de xy dans U sur un voisinage
ouvert V de 0 dans R™ qui transforme le champs f en le champs constant e;.

Démonstration. Quitte & translater le probléme et & permuter les variables, nous
pouvons supposer que xo = 0 et que fi(xg) # 0. Considérons le systéme différentiel
autonome

(1) = f(x(t))
associé a f et gardons les notations introduites dans les sections précédentes. Vu nos
hypohéses, la fonction
(;t0, 2o) — @(t; to, 7o)

est de classe C sur 'ouvert D. Cela étant, il est clair que la relation

x(z) = o250, (0,29, ...,2,))

définit une application de classe C; d'un voisinage V de 0 dans R™ dans U et que

I'on a
Ox 9y
a_il - E(zla 07 (07£2’ s vzn))
= f(e(21;0, (0,25, ..., 2,))) (*)
et
Ix Oy
a_% — a_mo(gla 07 (07£27 o 7£n))€j
= ¢(§1; 07 (07£27 s 7£n))€j (**)

pour tout j € {2,...,n}. Il sensuit que

OX 1y
et que
ox
det 8—2(0) = f1(0) #0.

Le théoréeme d’inversion locale montre alors que, quitte a remplacer V' par un voisi-
nage ouvert de 0 plus petit, on peut supposer que V' = X(K) est un voisinage ouvert
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de 0 dans € et que x : V — V est un difféeomorphisme de classe ;. L’image du
champ f par xy = x~" est alors le champ

ox

oz

ox X ox

sur V, cette image sera égale au champ constant e; sur V' si et seulement si on a

ox
a—;elzfox

X =

(x(z) f(x(z).

Comme

sur V. La conclusion résulte donc de (*). O
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2.6 Méthode d’Euler
Proposition 2.6.1. Soit (to,zo) € Q2 et soit
¢ :]a, b — R"
la solution maximale du probléme de Cauchy
2'(t) = f(t,z(t); x(to) = 0.

Supposons que [tg,to+ H] C |a,b] pour un H > 0. Fixons M € Ny et posons
h = H/M. Posons également t,,, = to+mh et x,, = ©(t,,) pour tout m € {0, ..., M}.
Alors, pour M suffisamment grand la relation de récurrence

L1 = Ty + 1f (b, T)
jointe a la condition initiale x, = x¢ définit une suite finie (z,,) ay telle que
(tm, Z,,) € Q
pour tout m € {0, ..., M}. De plus, si on pose
@(ht) = 2 + (t = t) [ (tm, 2,,)
pour tout t € [ty t,i1] et tout m € {0,..., M — 1}, alors
t— @(h,t)
est une fonction affine par morceaux sur [to, to + H]| et
e(h,t) = (1)
uniformément en t sur [ty,tg + H| si h — 0.
Démonstration. Comme
{(t,0(t)) : t € [to, to + H]}
est un compact de €, il existe d > 0 tel que
K ={(t,z) - t € [to,to + H], |z — p(t)| < 0}

soit un compact de Q. Puisque f(¢,x) est localement lipschitzien par rapport a z
sur €2, il existe alors L > 0 tel que

|f(t,20) — f(t,21)] < L|xg — 24
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si (t,x1) et (t,22) sont dans K. Fixons € > 0 et choisissons 7. suffisamment petit
pour que
|f (2, 0(72)) — f(71,0(11))| < &
si 11, 7o € [to, to + H] sont tels que |5 — 71| < n.. (C’est possible car f(1,¢(T)) est
continue et donc uniformément continue sur le compact [to, to + H]).
Soit m < M. Supposons que (tx,x;) soit bien défini et appartienne a K pour
tout k € {0,...,m}. Sik € {0,...,m} et sit € [ty, txs1], on a alors

o(t,h) = o(t) = zy, = xp+ h(f (rs ) = [ (b, w1)) + /t [f (t o)) — f (7, ()] dr

tg

et par conséquent
(1) = ()] < (14 L)l — a] + he.

Il s’ensuit que
‘gkﬂ - ‘/I/'k-_i_l’ < (1+ Lh)|z, — x| + he

si k € {0,...,m}. Le lemme ci-dessous montre alors que
(1+ Lh)* —1 elhk 1
— < he <
@k zp| < Ih €< 17 €
pour tout k € {0,...,m}. Il s’ensuit que si e > 0 est suffisamment petit et si h < 7,

alors x,, est bien défini pour tout m € {0,..., M} et
el — 1
L

sur [tg,to + H]. Comme € > 0 peut étre choisi arbitrairement petit, cela montre que,

@(t,h) = (1)

uniformément en t € [ty,ty + H] si h — 0. O

ot h) — ()] < 5

Lemme 2.6.2 (Gronwall & coefficients constants, cas discret). Soient a, b € R et
S0it (Ym)men une suite réelle. Supposons que a > 0 et que

wm—‘rl S C“/)m + b

pour tout m > 0. Alors

a™ —1
¢m§ b+am¢0
a—1
sia#1et

sia=1.
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Démonstration. Traitons le cas a # 1 (le cas a = 1 s’obtient de maniére similaire).
Comme a” = 1, on a bien sfr

a® —1

o < b+ a’to.
a—1
Supposons donc que
m—1
I/Jm S ¢ b + am¢0'
a—1
Dans ce cas,
a™ —1 m+1
a)m +b<a 1b+CL Yo+ b
a _—
m+1 .
Sa a—+a 1b—|—am+1¢0
a—1
m+1 _ 1
< T by,
a—1

et comme ¥, 11 < ay,, + b on a aussi

am-i—l -1

—b—l—CLerle
a—1

Z/}m+1 S

d’ou la conclusion. O

2.7 Meéthodes a pas simple

Soit 2 un ouvert de R x R™ et soit f :  — R™ une application continue.
Supposons que f (¢, z) soit localement lipschitzien par rapport a x sur €2, considérons
le systéme différentiel

(1) = f(t,%(t)) (*)
et notons comme d’habitude
t(tito,xo)  (E € Ltyo)
la solution maximale du probléme de Cauchy associé a (*) et a la condition initiale
x(to) = xo
correspondant a (tg, zg) € .

Définition 2.7.1. On appelle méthode a pas simple consistante pour la résolution
approchée de (*) toute méthode fournissant une valeur approchée

ll(h7 tOu IO)
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de p(to + h; to, zo) pour tout (tg, zo) € Q2 et tout pas h € R de module suffisamment

petit et cela de telle sorte que
x,(h, to, m0) — @(to + h;to, x0) = o(h)

pour h — 0 si (ty, zg) € §2

Remarque 2.7.2. Supposons disposer d’une méthode a pas simple consistante
pour la résolution approchée de (*). Notons Ji, 4,) 'ensemble des h pour lesquels

x1(h, to, xo) est bien défini et posons
Q = {(h,to,xo) : (to,.’L’o) c Q, h € J(toﬂfo)}'
Pour tout (h, tg, zo) € 2, posons également

zy(h,to, x0) — o
si h#0

i(h7t07x0) = h 7&
f(to,ﬂ?o) sih=0

Par construction, Jy, ., est un voisinage de 0 dans R et on a

lim i(h,, to,.To) = f(to,l‘o)

h—0
he‘](to,wo)

et
gl(h7 th mO) = To + hi(h7 ta t07 :EO)

sih c J(tO,ZBO)'
Réciproquement, si
f:Q—-R"

est une fonction définie sur une partie 2 de R x R x R" pour laquelle
J(to,ro) = {h : (h7t07$0) S Q}
est un voisinage de 0 dans R pour tout (tg,zq) € Q et si
hliﬂoﬂh, to, zo) = f(to, 7o)

alors la relation
2, (h, to, v0) = w0 + hf(h, to, z0)

définit une méthode a pas simple consistante pour la résolution de (*).
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Exemples 2.7.3.
(a) La méthode d’Euler est bien stir une méthode & pas simple consistante pour
la résolution de (*). Elle revient a prendre

Ql(h, t(), [L’()) =Ty + hf(to, ZL‘()).
Pour cette méthode on a donc 2 =R x Q et

f(h,to,l'o) = f<t07 l'()).

(b) Soit (to, o) € 2. Supposons que to + h € Iy 4, et posons t; = to + h et
x1 = (t1;to, o). On sait que

t1
T1 =T+ / f(T7 (,0(7', t07$0)) dr
to
et que

o t t
/ (1, 0(1, 0, 20)) dT = hf< 0, o) ; fltnz) (méthode du trapéze).
to

Il s’ensuit que

2y~ 2o+ hf(toyxo) ; f(tl,%d)‘

Vu (a) on a aussi
x1 =z + hf(to, xo).

On a donc . A -

2 %xo—i-hf( 0, Zo) + [ 0+2 , 2o + hf( 0,900))‘
Cette formule de calcul approché de z; donne une méthode a pas simple consistante
pour la résolution de (*) comme sous le nom de méthode d’Euler modifiée. Pour cette

méthode, on a

Q = {(h,to, ZL‘Q) . (to,l’o) < Q, (to + h,IO + hf(to,ﬂ?o) € Q}

et
f tOuxo +f t0+hax0 +h’f thxO
it ) = Lo+ Sttt (t0,70))
Dans ce qui suit, nous nous limiterons & étudier les méthodes & pas simple consis-
tantes pour lesquelles {2 est un ouvert de R X R x R™ sur lequel f (h,to, o) est loca-

lement lipschitzien par rapport a zy et continue. Dans ce cas, la méthode considérée

est toujours convergente. En effet :
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Proposition 2.7.4. Soit (tg, zo) € Q et soit
¢ :la, bl — R"
la solution maximale du probléme de Cauchy
2'(t) = f(t,2(t);  x(to) = xo.

Supposons que |[to,to + H] C Ja,b][ pour un H > 0. Fixons M € Ny et posons
h = H/M. Posons également t,, = to+mh et x,, = p(t,,) pour tout m € {0, ..., M}.
Alors, pour M suffisamment grand la relation de récurrence

Lt+1 = Ly, + hi<h7 tm7£m>

jointe a la condition initiale x, = x¢ définit une suite finie (z,,) any telle que

me{0,...,

(hy b, ) € 2
pour tout m € {0,..., M}. De plus, si on pose

P(h,t) =z + (=) f (R b 2,,)
pour tout t € [ty,, tymi1] et tout m € {0,..., M — 1}, alors
t > o(h,t)

est une fonction affine par morceaux sur [to,to + H| et

e(h,t) = (1)
uniformément en t sur [ty,to + H] si h — 0.

Démonstration. Comme
{(0,2,0(1)) : T € [to, to + H]}
est un compact de €, il existe § > 0 tels que
K ={(h,t,x):|h] <4t € [ty,to+ H], |z —@(t)] <}

soit un compact de . Puisque [ (h,to, xo) est localement lipschitzien par rapport a
xq sur 2, il existe alors L > 0 tel que

|i<h,t,l‘2) —i<h7t,l‘1>‘ S L|ZE2 - I'1|
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si (h,t,z1) et (h,t,z5) sont dans Q. De plus, comme

(h,t) = f(h,t, o(t))

est continu sur le compact [—v,7] X [to, to + H], elle y est uniformément continue.
Fixons € > 0. Vu ce qui préceéde, il existe alors 7. € |0, ] tel que

[f(hit,0(t) = (0,7 0(7)] < e

si|h| <me,si|t—71| <n.etsitetr sontdes points de [to,to + H].
Soit m < M. Supposons que (t,x,) soit bien défini et appartienne & K pour
tout k € {0,...,m}. Sik € {0,...,m} et sit € [ty trs1], on a alors

o(t,h) = o(t) = (zy — o) + (t = te) [f(hytr, zp) = [ (bt 2x) | + en(t)

ex(t) :/ (i(h,tk,xk) —f(T,go(T))) dr.

173
Dans ces conditions, on a donc aussi
(1) = ()] < (14 L)l — ax] + he.
si h < n.. Pour un tel h, on a donc en particulier

|21 — Thpa| < (L4 hL)|zy, — ax] + he

pour tout k € {0,...,m} et le Lemme 2.6.2 montre alors que
1+ hL)* -1 hkL _ 1 HL _q
pour tout k € {0,...,m}. Si nous supposons que
HL
e’ —1
<9
L~

et que h < 1, il s’ensuit que z,, est bien défini pour tout m € {0,..., M} et que

|
plth) —p(t)) < —F—¢
pour tout ¢ € [ty, o + H]. La conclusion en résulte aisément. O

Lorsque les fonctions f et f sont suffisamment réguliéres, il est possible de décrire
plus finement les erreurs locales et globales associées & la méthode a pas simple
étudiée.
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Proposition 2.7.5 (Développement de l'erreur locale). Soit (ty, o) € €2 et soit
¢ :]a,b[ — R"
la solution maximale du probléeme de Cauchy
2(t) = f(t,x(t);  a(to) =
Supposons que hqg soit un réel strictement positif pour lequel
[(0, 0, w0), (ho, to, 70)] C 2 et [to, to + ho) C Ja, b].
Supposons de plus que f soit de classe C,, sur ) et que les dérivées partielles

of
ol

existent et soient continues sur Q pour | € {1,...,p}. Alors, 'erreur locale
G(h, to, IL‘[)) = X0+ hi(h, to, IL‘O) - I(to + h)

admet le développement

e(h, to, zo) = Zal toamo +Cp+1(h to, zo)

ol
al—l :
ai(to, o) = (9hl 75 (0,t0, z0) — o (to)
et
jyas
h,t < —_—
’Cp—i-l( ) 0,950)| >Smy, (p+ 1)!
avec apf
m, = (p+1) sup |==(h,to,z0)| + sup [PV (1)].
he(0,ho] 8h t€(to,to+ho]

Démonstration. La formule de Taylor montre que

-1
J'f h
i(ha tO? xO) Z _h_(07 to, zO)F + Ep—l(h'7 lo, :BO)
1=0 '
avec Lp apf
R, ((h,to, )| < — sup h,ty,
Byt )] < B sup (Gt
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De méme, comme ¢(t) est de classe Cp4q sur ]a,b], on a

p l
h

elto+h) = ¢V (t0) 7 + Byl to)
1=0 ’

avec
hpt 1

|R,(h,to)| < TP [Sup |¢(P+1)(t)|.

€[to,to+ho]

Puisque
e(h,to, m0) = xo + hf(h,to, o) — @(to + h)

il s’ensuit que

L h!
6(h, to,xo) =X+ Z W(O, t07$0) (l _ 1)|

_ Z 2Ot + R, (h, to, 70) — Ry(h, to)

p l lf hl
Z Ohl—1 = (0, to, 7o) — W (to) T + cp1(h, Lo, o)
=1 !

avec

|CP+1<h7t07 xO)’ < h‘Ep—l(h’tO? xU)’ + ’Rp(h? tO)"

La conclusion en résulte.

39

]

Définition 2.7.6. Dans les conditions de la proposition précédente, la méthode a

pas simple étudiée sera dite d’ordre au moins p si

al(to, [Eo) =0

pour tout (o, xo) € Q et tout I € {1,...,p}.

Proposition 2.7.7 (Majoration de lerreur globale). Placons nous dans les condi-
tions de la Proposition 2.7.5 et supposons que la méthode a pas simple étudiée soit
d’ordre au moins p. Fixons H > 0 tel que [ty,to + H] C |a,b[. Alors il existe € > 0

et hg > 0 tels que
K ={(h,t,z): h€|0,ho],t € [to,to+ H|,|xr —z(t)] <e} C Q.

Posons
aof
oz

orf
8_

(p+1)

L, = sup et M, ,=(p+1) sup
K

+ sup |p
tot0+H]
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Pour tout M € Ny, posons h = H/M et pour tout m € {0,..., M}, posons t,, =
a+ mh et x,, = ¢(t,,). Supposons que h € [0, hy] et que

HL
etlh -1 M
P pp < g

L (p+1)

Alors la relation de récurrence
L1 = Loy + hi<h‘7 tm?gm)

jointe a la condition initiale x, = x( définit une suite d’approximations z,, des x,,
telle que (h,t,,,z,,) € K pour tout m € {0,..., M}. De plus, I'erreur globale

En(h) =z, —zm
peut étre estimée grace a la majoration

i < (CEBL L My 1 My,
B L p+1)! = L, (p+1)!

pour tout m € {0,..., M}. En particulier,

efili -1 M
oup [En(h)] < St St
me{0,..., M} L, (p+1)

Démonstration. Procédons par récurrence sur m. Supposons donc que
|Ex(h)| < e

et que
1+hLl)f—1 M
|Ek<h)| < ( + —1> —p+1
L, (p+1)!
pour k € {0,...,m} et m € {0,..., M — 1} et établissons qu’il en est de méme pour
k =m + 1. Puisque

p

zm—l—l =2y + hi(ha tm;ﬁm)a
on a
Em—l—l(h) = Em(h) + h(i(h, tm, @m) - i(h’ tm, xm)) + €(h7 tm, -'L‘m)
Or la formule de Taylor montre que

|i(h7 tM7£m) - i(h,tm,l‘mﬂ < LlEmUl)

et la proposition 2.7.5 montre que

hp—l— 1

|€(h;tmawm)| S Mp+1 (p+ 1)'
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Il s’ensuit que

hPT1
| B ()] < (1+ hLly)|Ep(h)| + M, (p+ 1)
On en tire que
1 )’ m+1 1 M
By ()] < 140 Mypor

B L, (p+1)!
La conclusion en résulte aisément puisque
(14 hL)™t =1 M, eflli — 1

W < Moo <.
L, p+D 7 L -+~

2.8 Meéthodes de Runge-Kutta explicites

Considérons le systéme différentiel (*) et notons
¢ :]a,b[ = R"

la solution maximale du probléme de Cauchy associé a (to, xg) € Q. Fixons h > 0
tel que [to, to + h| C |a,b[. Posons t; =ty + h et 1 = p(t1). On a alors

Ty = To + / 1 f(r, (7)) dr.

Soient py,...,pm et c1,..., ¢y les rapports et les coefficients d’une méthode d’inté-
gration numérique consistante & m points. On a alors

Ty R Ty + hzcjf(toj7$0j)

j=1

ol tg; = to + pjh et xo; = p(to;). Si nous disposons pour chaque j € {2,...,m} des

coefficients ¢;1,. .., ¢jj—1) d’'une méthode d’intégration a j — 1 points consistante
de rapports pj1 = p1/pj,--.,Pj(j-1) = Pj—1/pj, nous pouvons aussi déduire de la
relation

Toj = To + /t ? f(r, (7)) dr

0
que
j—1
Toj & o + pjh Z cirf (toj, Tos)
k=1
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pour j € {2,...,m}. Sinous supposons que p; = 0, il est alors possible de construire
de proche en proche des approximations z,; des xp; au moyen des relations

j—1
Zo; = To + Pjhz ¢ f (to, Zoj)
k=1
pour j € {1,...,m} et d’en déduire une approximation z; de x; par la formule

Ty =ZTo+ hzcjf(t(]jaioj)-

J=1

Cela nous conduit & une méthode & pas simple pour la résolution de (*) pour laquelle

m

i(h, to, l’o) = Z Cjin

=1

les [ 0 étant déterminés par les relations

J
Zo; = To + thjcjkzOk
k=1
io;' = f(toj, o)

pour j € {1,...,m}.

Définition 2.8.1. On dit que la méthode présentée ci-dessus est la méthode de
Runge-Kutta explicite associée au tableau

p1 0
P2 a1 0
(T)
Pm—1 | Gm—-1)1 Q(m—1)2 0
Pm Am1 Am2 o Am(m—1) 0
C1 Co e Cm—1 Cm

ou

{pjcjk sik<j
Ak = .
0 sinon

pour j € {2,...,m}.
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Remarque 2.8.2. Le tableau de la définition précédente n’est pas entiérement arbi-
traire puisque la consistance des méthodes d’intégration numérique utilisées entraine

que l'on a
m 7—1
chzl et Zajk:pj
j=1 k=1

pour j € {1,...,m}.

Vu ce qui a été dit plus haut, une méthode de Runge-Kutta explicite est toujours
convergente lorsque f(¢, x) est lipschitzien par rapport a x et continu sur 2. Elle sera
aussi toujours d’ordre > 1. On obtient également assez aisément le résultat suivant :

Proposition 2.8.3. La méthode de Runge-Kutta explicite associée au tableau (T)
est d’ordre > 2 si et seulement si

Y i = %
j=1

c’est-a-dire si la méthode MS, , est exacte pour les polynémes de degré < 1.

Démonstration. En gardant les notations introduites plus haut, on a

of _ <, %
oh <" oh

Oxy; L2 L of

=Y _ <0k

o = 2l t 0D g
k=1 k=1

et
ain of of Oy,

on E(tm&oj‘)ﬂj + %(tw,&oﬂw~

En A =0, on en tire que

ﬁ = icj aioj
Oh ), j=1 Oh h=0
0z I
a—]ga = ajif(to, v0) = p; f(to, o)
h=0 k=1
et of
. of of
8;2] - =Ppj [E(to, o) + %(toﬁo)f(tmxo)} :
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On aura donc

8.f 1 "
a—Z(Oatoa%’o) = 5% (to)

pour tout f de classe C sur (2 si et seulement si

m

1
ZCJ‘PJ‘ 9

J=1

Au prix de calculs plus lourds, on peut aussi montrer que :

Proposition 2.8.4. La méthode de Runge-Kutta explicite associée au tableau (T)
est d’ordre > 3 si et seulement si

m m m j—1
o1 21 o1
Cipj = 9 Cip; = 3’ CjQjkPr =
j=1 j=1 j=1 k=1
et d’ordre > 4 si et seulement si
m m m
1 5 1 53 1
E CiPj = 5> § Cip; = 3 E CiPj = 7
j=1 j=1 j=1
m j—1 m  j—1 m j—1
_ 2
E CjtjkPr = =, E Cj4jkPk = 17 E : €iPi%kPe =
Jj=1 k=1 7j=1 k=1 7j=1 k=1
m j—1 k-1
E CiQ kAR P1 = E
j=1 k=1 I=1

Exemples 2.8.5.
(a) Si m =1 le seul tableau possible est

00
1
et la méthode de Runge-Kutta explicite associée correspond a

f(h,to, x0) = f(to, z0).

Elle est donc identique a la méthode d’Euler et est d’ordre 1.
(b) Si m = 2 les tableaux possibles sont de la forme

0 0 0

p| p O
l1—¢c ¢
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avec p € |0,1] et ¢ € R. La méthode de Runge-Kutta associée sera d’ordre 1 si ¢ # 2%)

et d’ordre 2 si ¢ = 2ip.

Le cas p = 1/2, ¢ = 1 donne une méthode pour laquelle

ot = 1 (1 B+ L0210

et que l'on appelle souvent méthode du point milieu.
Le cas p =1, ¢ = 1/2 correspond a la méthode d’Euler modifiée puisque dans ce

cas,

i(h, to, lL‘O> = %f(to, (L’Q) + %f(t() + h, o + hf(t(), Io))

(c¢) La méthode de Runge-Kutta « classique » correspond au tableau

0] 0
1/2(1/2 0

121 0 1/2 0
1[0 0 1 0
1/6 2/6 2/6 1/6

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’elle est d’ordre 4.



3 Transformation de Laplace

3.1 Définition et premiers exemples

Définition 3.1.1. Soit f une fonction définie presque partout sur |0, +oo[. On dit
que f admet une transformée de Laplace si e”* f(t) est intégrable sur |0, 400 pour
au moins un z € C. Dans ce cas, on appelle transformée de Laplace de f la fonction

Z /000 e P f(t) dt

définie pour tous les z € C pour lesquels e * f(t) est intégrable sur ]0, +oo|. La
transformée de Laplace de f sera notée L f ou encore L;—,(f(t)) si on veut insister
sur les variables en jeu. Pour alléger les notations, on posera aussi

L. f=(L])2).

Comme e~ * f(t) est intégrable sur ]0, +oo[ si et seulement si

e f ()] = e P £ (1)

est intégrable sur |0, +ool, il est clair que le domaine de définition de L f est égal a
Ff x R ou
Iy={zeR:e™f(t) € Li(]0,+o0[)}.

Proposition 3.1.2. Si f est une fonction définie presque partout sur |0, +o00| admet-
tant une transformée de Laplace alors I'y est un intervalle d’un des types suivants :

(a) |—00, +o0l;
(b) le,+oo[;
(c) le, +o0l.

Démonstration. D’aprés nos hypotheses, I'y est non vide. De plus, si xy € I'y et si
x > x¢ alors la majoration

e "f(B)] < e[ f ()]

montre que x € I'y. Si I'y n’est pas minoré, il s’ensuit que I'y = R et on est dans le
cas (a). Si, par contre, I'y est minoré, il posséde une borne inférieure c. Pour tout
xr > ¢, il existe zg € 'y tel que © > z. Cela entraine que |c, +oo[ C I'y. Comme
Iy C [e, +00] par construction, on doit donc avoir I'y = |¢, +oo[oul's = [¢, +o0[. O
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Définition 3.1.3. Dans les conditions de la proposition précédente, on définit
I'abscisse de convergence cy de la transformée de Laplace de f comme étant —oo
dans le cas (a) et ¢ dans les cas (b) et (c). On appelle ouvert de convergence de la
transformée de Laplace de f I'ouvert

Qf = ey, +oo[ x R.

Remarque 3.1.4. La notion de transformée de Laplace est trés liée a celle de
transformée de Fourier. En effet :
(a) Si f est une fonction définie presque partout sur |0, +00[ et si on prolonge f par
0 sur |—o0, 0] alors la transformée de Laplace de f est définie en z = = + iy € C si
et seulement si e~* f(¢) admet un transformée de Fourier au sens L;. De plus, dans
ce cas, on a

Li—:(f(1) = Fi, (e f (1))
(b) Soit f une fonction définie presque partout sur R. Alors f(¢) est intégrable sur
R si et seulement si les transformées de Laplace de f(t) et f(—t) sont définies en 0.
De plus, dans ce cas, ces transformées sont au moins définies sur [0, +oo[ x R et on
a

0

Fe g0 = [t [ s a

0 —00

= [T [ e a
= Li—rie(f(t) + Limgie(f(—1))-

En particulier, les valeurs des transformées de Laplace de f(t) et f(—t) sur 'axe
imaginaire déterminent la transformée de Fourier de f.

Remarque 3.1.5. Bien que la notion de transformée de Laplace soit trés liée a celle
de transformée de Fourier, il y a cependant beaucoup plus de fonctions admettant
une transformée de Laplace que de fonctions admettant une transformée de Fourier.
En effet :

(a) Si f est mesurable sur ]0,4o00] et s'il existe C' > 0 et a € R tels que

J(t) < Ce

pour t > 0, alors la transformée de Laplace de f est au moins définie sur le demi-plan
ouvert Ja,4+o0o[ x R (i.e. on a ¢y < a). En effet, dans ce cas

e—actf<t> < Ce(a—m)t

est intégrable sur |0, 400 pour tout x > a.
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(b) Il résulte en particulier de (a) que si f est mesurable et bornée sur |0, +oo[ alors
L f est au moins défini sur |0, +o00[ x R.
(c) Il résulte aussi de (a) que toute exponentielle polynéme du type

f(t) =) Bit)e™

ot Pi(t) est un polynoéme de degré d admet une transformée de Laplace définie au
moins en tout z tel que
Rz > sup Ray.
1<k<K
Exemples 3.1.6.
(a) On a

ela—2)t o0 1

Li— (™) = / e Fe dt = = :
0

a—z| Z—a

le domaine de définition étant {z : Rz > a}. En particulier,

sur {z : Rz > 0}.
(b) Pour tout n € Ny, on a

—zt

Li—.(t") = / e dy =
0

00 0o 6—zt n
+ n/ —t" N dt = — Lo (")
0 0 z z

si Rz > 0. En particulier,
n!
Zn—l—l

[,t—>z(tn) -

pour tout n € N, le domaine de définition étant {z : Rz > 0}.
(c)Si0<a,ona

_ +oo _
e zt e az

+o0
ﬁt—>z(X]a,+oo[(t)) = / e *tdt = = — =

—Z . —Z z

si ®z > 0.

3.2 Linéarité

Proposition 3.2.1. Soit (fi)o<k<kx une famille de fonctions définies presque par-
tout sur |0,4o00[ et soit (cx)o<k<r une famille de coefficients complexes. Alors, la

transformée de Laplace de
K

> et

k=0
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est définie en tout z ou chaque L f;, est définie et en un tel z, on a

K K
L. (z f) S acfe
k=0 k=0

Démonstration. Cela résulte directement de la linéarité de l'intégrale. O

Exemples 3.2.2. Une application directe du résultat précédent permet de calculer
les transformées de Laplace des fonctions sin, cos, sh, ch.

(a) On a

glaz _ g—iaz 1 1 1 a
Li—. (sinat) =Li—, | ————— | = — — — - =
—(sinat) = ( 2i > 2i (z—za z—l—za) 22 + a?

et

Limnteonat) = Lo (S5 ) = 5 (i ) -

—a zZ4+1ia 22 + a?

si Rz > [Sal.
(b) On a

e —e % 1 1 1 a
Li—.(shat) =Li—, | —— | == - = —-—
i—=(shat) = ( 2 ) 2(2—@ z+a) 22 — a?

az —az 1
,Ct—>z(Ch at) = Lt—>z (i) = 5

si Nz > |Ra|.

et

3.3 Holomorphie et comportement a I’infini des images

Proposition 3.3.1. Soit f une fonction définie presque partout sur |0,4o00[ ad-
mettant une transformée de Laplace. Alors L f est holomorphe sur son ouvert de
convergence et sur cet ouvert

(L )W(2) = Lo ()" (1))

Démonstration. On a

(L f)(z) = / e () di

sur Q0 = Jcf, +00[ X R. L’intégrand

e f(t)
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est clairement holomorphe en z € C pour presque tout ¢ € |0, +oc[. De plus,

or 01
@ﬁ(eﬁtf(t)) = (=t)Po0e " f(1)

pour presque tout ¢ € ]0, +oo[. Soit K un compact de ;. Comme Rz réalise son
minimum sur K, il existe a > ¢y tel que K C [a, +0o[ x R. Pour un tel a, on a

or 01

@ﬁ@‘”m))\ < [t500 £ (2)]

sup
K
Si e > 0 est choisi tel que a — e > ¢; on en tire que

P )| < sup (6 0e) e p 1)
dzr OZ" " relodoo

sup
K

et, comme la majorante est intégrable sur |0, 00|, les conditions d’application du
théoréme de dérivation des intégrales paramétriques sont vérifiées. Il s’ensuit que
L. f est de classe U sur 2 et que

or 01 B <coor 01 B < »
527 O (L. f) —/0 527 Ot (e7*f(t)) dt = qo/o e F(—=t)Pf(t) dt
d’ou la conclusion. O

Corollaire 3.3.2. Si f est transformable par Laplace et s’il existe T tel que f =0
presque partout sur |T,+oo| alors L f est holomorphe sur C.

Démonstration. En effet, dans ce cas,

/0 h e P f(t) dt = /O ' e Ff(t) dt

a un sens quel que soit z € C. O

Exemple 3.3.3. Si0 < a < b, on a

b
Lo (X (1)) = / ot —

siz#0 et

Li—:(Xjap(t)) =b—a
si 2 = 0. Comme h(z) = e™% — 7% posséde un zéro simple en z = 0 et comme
h'(0) = —a+b, on a

0% _ 6—bz
lm —— =b—a
z—0 z

27#0
et la transformée de Laplace étudiée est bien holomorphe sur C tout entier.
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Proposition 3.3.4. Soit f une fonction définie presque partout sur |0, +oo[. Sup-
posons que la transformée de Laplace de f soit définie en zy € C. Alors,

Zli_)moo L.f=0.

Rz>x0

Démonstration. Par translation, on peut se ramener au cas ou xy = 0. Dans ce cas,
f est intégrable sur ]0, +o00[. Il existe donc une fonction étagée a & support dans
10, +00] telle que

/0 () — a()] di < <2

Pour tout z € C tel que Rz > 0 on a alors
L.f=Lf—-a)+ L.«

et
| L fI < |L(f —a)|+|L.ql
< [ ™50 - )] de +| L.
€

< = L.l

<St|Lal
Comme

K

= Z Ck X)a,bx] avec 0 < ay < by,
on a - p
—aRz —bgz
L,a= che ¢
k=1 z

et

e kT —bix
L. <Z|ck|i (Zm)

k=1
si ®z > 0. On en tire qu’il existe R > 0 tel que

| L. al <e/2
si |z| > R et si £z > 0. Pour un tel R, on a donc

| L. f] < —+§:

si |z|] > R et si Rz > 0. Comme € > 0 peut étre choisi arbitrairement, on a en fait
montré que
Zlgnoo L. f=0.

R2>0
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3.4 Injectivité

Proposition 3.4.1. Soient f et g deux fonctions définies presque partout sur
10, 4+00][. Supposons que les transformées de Laplace de f et de g soient définies
sur un voisinage V' de z, € C et coincident en les points d’une suite infinie (2, )m>1
qui converge vers zg. Alors f(t) = g(t) pour presque tous les t € ]0, 400].

Démonstration. Posons €2 = QN Q. Vu le résultat précédent, la fonction £ f —Lg
est holomorphe sur €. De plus, vu nos hypothéses, elle posséde un zéro non isolé
dans 2. Comme € est de la forme ]c, +00[ x R, ¢’est un ouvert connexe de C et le
principe du prolongement analytique montre que £ f— L g = 0 sur ). En particulier,
L f et L g coincident sur une droite parallele a I’axe des y. La conclusion résulte donc
du point (a) de la Remarque 3.1.4 et l'injectivité de la transformation de Fourier
Ly. m

3.5 Images des translatées et des dilatées

Proposition 3.5.1. Soit f une fonction définie presque partout sur |0, +o0o[ et soient
acC,7>0,A>0.

(a) Si on convient de prolonger f(t) par 0 pour t < 0, alors la transformée de
Laplace de f(t —7) est définie en z si et seulement s’il en est de méme de L f
et on a

Looi(flt—7)) =€ L. .

(b) La transformée de Laplace de e f(t) est définie en z si et seulement si L f est
définie en z — a et on a

Etﬁz(eatf(t)) = Lz—a f

(c) La transformée de Laplace de f(t/\) est définie en z si et seulement si L f est
définie en Az et on a

Li—:(f(t/N) = ALy f.

Démonstration. (a) Comme
e Pft—1)= e_TZe_(t_T)Zf(t —7)

le théoréme d’intégration par changement de variable montre que e " f(t — 7) est
intégrable sur R si et seulement s’il en est de méme de

e*Tzefth(t)
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et que dans ce cas on a

/ e Pf(t—17)dt = / e Fe () dt.

La conclusion en découle aussitot.
(b) II est clair que

eftzeatf(t) — ef(zfa)tf(t)
est intégrable sur ]0, +o0o] si et seulement si £ f est définie en z — a et que dans ce
cas, on a

Lo (e f(1)) = /0 etz f(t) dt = / T e tear fOydt =L, o f.

0

(c) Comme

(/) = e O ()

le théoréme d’intégration par changement de variable donne immédiatement le résul-
tat annoncé. OJ

Remarque 3.5.2. Grace au résultat précédent, on peut parfois se débarrasser des

paramétres dont dépend la fonction a transformer. Par exemple :
(a) On a

1
,Ct—>z(€at) = Ez—a(]-) = c—a
si Rz > Ra.
(b) On a
s e*(lZ
£3<X}a,+oo[) - Lt—>z(X}0,+OO[(t - CL)) =€ £Z<1) - >
si ®z > 0.

Exemple 3.5.3. Supposons que f(t) soit la restriction a |0, +oo[ de I'exponentielle
polynoéme
Py(t)e™ 4 -+ 4 Pr(t)es*

oil Py(t) est un polynéme de degré d. Ecrivons Py (t) sous la forme

dg
Pk(t) = ZCMtl.
=0

Comme
n!

Zn+1

L.t =
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si Rz > 0, la formule de translation montre que

n!

L.(te") = ——v—
( ) ( z— a)nJrl
si Rz > Ra. La linéarité de la transformée de Laplace montre alors que

K dg

K
L, (Z Pk(t>€akt> = Z Z e L-(t'e™")
k=1 k=1 1=0
K dy

il
=> > cm (z — a1

k=1 1=0

si Rz > sup; << x Rayg. 1l s’ensuit que L, f coincide sur

Q={z:Rz> sup Ra}

1<k<K

avec une fonction rationnelle dont les poles sont les aq,...,ax ; 'ordre du pole ay
étant égal a dj + 1.

Remarque 3.5.4. En tenant compte de I'exemple précédent et en utilisant la dé-
composition en fractions simples, on voit que si R(z) est une fonction rationnelle
de poles aq,...,ax et si Pordre de aj est oy alors R(z) coincide sur {z : Rz >
SUpy << Rax} avec L4, f(t) ot f(t) est la restriction & |0, +oo[ d’une exponen-
tielleipiolynéme de la forme

f(t> = Pl(t)elht + .+ PK(t)eaKt

avec deg P, = a; — 1,...,deg Py = ag — 1. Ce résultat est connu classiquement
sous le nom de théoréme de développement de Heavyside.

3.6 Images des dérivées

Proposition 3.6.1. Soit f une fonction de classe C sur |0, +oc[. Supposons que
les transformées de Laplace de f et de f' soient définies en z € C. Alors,

(a) la fonction f(t) posséde une limite finie f(0%) pour t — 0% ;
(b) D'expression e *' f(t) tend vers 0 pour t — +00;

(c) on a

L.f'=zL. f— f(07)
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Démonstration. Comme
(efztf@))/ — _Zefztf(t) + efztf/(t)
'intégrabilité de e ** f(t) et de e=** f'(t) sur |0, +o0[ entraine que l'on a

f(0T) = lim e f(t) € R, tli)m e P f(t) =0

t—0+
et que
0— f(07) = —z/ e * (1) dt+/ e #fI(t) dt.
0 0
La conclusion en résulte aussitot. ]

Corollaire 3.6.2 (Formule de la valeur initiale). Soit f une fonction de classe Cy
sur |0, +o0[. Supposons que les transformées de Laplace de f et de f’ soient définies
en zy € C. Alors

lim f(t) = Zlgrgozﬁz f

t—0t
Rz>x0

Démonstration. Cela découle directement du résultat précédent et du fait que

Zli_)moo L.f=0.

Rz>xzo
]

Corollaire 3.6.3. Soit f une fonction de classe C,, sur |0, +oo[. Supposons que les
transformées de Laplace de f, f',..., f®) soient définies en z € C. Alors,

(a) les fonctions f(t), f'(t),..., f®~1)(t) possédent des limites finies en 0% ;
(b) Ies expressions e f(t),..., e * f=1(t) tendent vers 0 pour t — 400 ;
(c) on a
L, fP =L, f— 20T — - — Zf(p—2)(0+) _ f(p—l)(0+)_
Démonstration. 1l suffit de procéder par récurrence et d’utiliser la Proposition 3.6.1
a chaque étape. O

Remarque 3.6.4. Les résultats précédents sont a la base d’'une méthode treés effi-
cace de résolution du probléme aux valeurs initiales pour les systéemes d’équations
différentielles linéaires a coefficients constants.
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A titre d’exemple, fixons une matrice complexe A de type (n,n) et considérons
le probléme consistant & trouver une fonction f de classe C; sur [0, +oo[ et & valeurs
dans C" telle que

) = fo sit=0 ®)

la. fonction b(t) étant supposée continue sur [0, +oo].

{ﬁ@%=AYw+&w sit>0

On sait par le théorie générale des équations différentielles ordinaires (théoréme
de Cauchy-Lipschitz) que ce probléme posséde une et une seule solution.
Supposons d’abord que la solution f(t) et sa dérivée f’(t) possédent des trans-

—

formées de Laplace. Alors, il en est de méme de b(t) et on a
L. f—fo=AL F+L.D

si Rz > 0. Il s’ensuit que
L.f=(2I—A)7"(fo+L.D)

si Rz > 0.

Réciproquement, supposons que g(t) admette une transformée de Laplace et qu’il
existe une fonction f de classe C; sur [0, +oo[ dont la dérivée admet une transformée
de Laplace et qui est telle que

si Rz > 0. Alors, pour xg > 0, la formule de la valeur initiale montre que

f(O): lim zﬁzf: Zli_)moo (I—%A>_ (fT(;+£zg):fT£)'

200
Rz>x0

Comme de plus,
L(f = Af) = 2(2] — AT (fo+ L) — fo— Az — A)H(fo + L.b) = L. b

I'injectivité de la transformation de Laplace montre que la fonction f est bien
'unique solution de (*) de classe C; sur [0, +o0.

Bien stir, pour que la méthode précédente fonctionne, il faut qu’il soit possible
de trouver une fonction f ayant les propriétés indiquées.

Nous allons montrer que tout se passe bien si b = 0 et nous montrerons plus tard
grace a la convolution que tout se passe bien également dans le cas plus général o
b admet une transformée de Laplace.
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Supposons donc que b = 0. Vu les formules de Cramer, les composantes de
(21 — A)~1 ﬁ) sont des fonctions rationnelles dont les poles sont des valeurs propres
de A. Tenant compte de la Remarque 3.5.4, cela montre qu’il existe une fonction f
telle que

L.f=(=1-4)"
si Rz > 0 et que f est la restriction a [0, +oo[ d’une exponentielle polynéome de la
forme
g(t) = Py(t)eMt + - + Py (t)e!
ol Ay, ..., A\, sont des valeurs propres de A et ou les composantes de ﬁk(t) sont des
polynomes en t de degrés strictement inférieurs & la multiplicité de A, comme valeur
propre de A. Comme §(t) est de classe Cw sur R et que §'(t) est également une

exponentielle polynome, il est clair que la fonction f vérifie les conditions requises
pour étre la solution de classe C sur [0, +oo[ du probléme (*).

Exemple 3.6.5. Appliquons la méthode de la remarque précédente pour trouver la
solution de classe C} sur [0, 4o00[ du systéme

ff==-g

g =1
telle que f(0) = 0, g(0) = 1. Notons F' et G les transformées de Laplace de f et g.
Le systéme déterminant I’ et G est

{ 2F(z) = —G(2)
2G(2) — 1= F(2)

-1 z
— et G(z)= ——
22 +1 ¢ (2) 22 +1

si ¥z > 0. On en tire que la solution du systéme de classe C sur [0, +oo[ est donnée
par

On a donc
F(z) =

f(t) = —sint et g(t) =cost
sit>0.

Remarque 3.6.6. Considérons a présent un systéme d’équations différentielles li-
néaires a coefficients constants d’ordre d > 0 général du type

Agf D+ 4 Af=b (*)

ou les matrices complexes Ay, ..., Ay sont de type (m,n) et o b est continu sur
0, +o0].
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La méthode développée plus haut pour résoudre un systéme du type
f=Af

peut étre adaptée pour trouver les solutions f(t) de (*) qui sont de classe Cy sur
[0, +00[ et pour lesquelles f(t), ..., f9(t) admettent des transformées de Laplace.

En effet, soit f une telle solution et soient fo, cee fd 1 les valeurs f ( )
F4D(4) en ¢ = 0. 11 découle des hypothéses sur f que le premier membre de (¥)
posséde un transformée de Laplace. Il en est donc de méme de b. En transformant
I'égalité (*) par Laplace et en tenant compte du Corollaire 3.6.3 on voit que L, f
est solution pour Rz > 0 d’un systéme linéaire de la forme

(Adzd + .- —|— A()) Ez ]FZ Bo(Z)f(; + ... Bd_l(z)ﬁ;_l + ng

ot les By(z) sont des matrices de type (m,n) dont les composantes sont des poly-
noémes complexes de degre <d-—k.

Réciproquement, si b admet une transformée de Laplace, si F (z) est une solution
du systeme

(Agz® + -+ Ag)F(2) = Bo(2) fo + ... By (2) fau1 + L. b
pour Rz > 0 et s’il existe f(t) tel que

(i

(t) est de classe Cy sur [0, 4+00[;

—

)
(i) les fonctions f(t), ..., f(t) admettent des transformées de Laplace ;
(iii) ona f(0) = fo, ..., f°0(0) = fanr
(iv)

alors I'injectivité de la transformation de Laplace montre que f est solution de (*).

ona L. f = F(z) pour Rz > 0,

Signalons qu’il se peut que le systéme (*) ne posséde pas de solution de classe C,,
calculable par Laplace pour certains jeux de conditions initiales ]F 0),..., fln=1) (0) et
certains seconds membres b méme si ceux-ci admettent une transformée de Laplace.
Ce cas de figure génant ne se produit cependant pas lorsque le systéme (*) est normal
(i.e. lorsque 'on m = n et det Ay # 0).

Exemple 3.6.7. Appliquons le méthode précédente pour obtenir la solution de
I’équation

- f=t
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telle que f(0) = 0, f/(0) = 1. On sait que cette solution est une exponentielle
polynéme. On a donc

2L f— 2 f(0) = F(0)— Lo f = &

22

pour Rz > 0. On en tire que

2241
(Z2-1L. f= =
puis que
2241 1 1 1
L.f=—F—=—— — .
/ 22(z2 —1) z2+z—1 z4+1
Ainsi,
L.f=L.(—t+("—e") =L(—t+2sht)
et
f(—t) = —t + 2sht
pour t > 0.

Proposition 3.6.8 (Formule de la valeur finale). Soit f une fonction de classe C
sur |0, +oo[. Supposons que f' soit intégrable sur |0, +oo|. Alors

(a) f(t) est bornée et posséde des limites finies en 0 et en +00 ;
(b) L. f (resp. L, [') est définie si Rz > 0 (resp. si Rz > 0);
(c) on a

lim f(t) = Zli_m)()zﬁz f.

t—>+o0
Rz>0

Démonstration. Pour tous tg,t; > 0, on a

t1
ft) = S = [ foar
to
Comme f'(t) est intégrable sur |0, +o00[ on voit que les limites

f(0T) = lim f(t) et f(+o0) = lim f(t)

t—0t+ t—+o0

existent et sont finies et on a

fﬁa»—ﬂwvzlmf@dt
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Comme f(t) est aussi continue sur |0, +o0[, il est clair que f(t) est bornée. Il s’ensuit
que L, f est définie si Rz > 0. Comme f'(t) est intégrable sur |0, 400, L, f" est
définie si Rz > 0. Il résulte alors de la Proposition 3.6.1 que

Ezf/ = Zﬁzf_f<0+)

si Rz > 0. De plus,

: . —zt +
lim £ f = lim [ (1) dt = /f f(+00) = F(OF).
R2>0 Rz>070

Donc,
. T / +) —
ZlinoZLZf = Zlgﬂoﬁf + f(07) = f(400).
Rz>0 RNz>0

]

Exemple 3.6.9. Considérons une masse m tombant verticalement dans une colonne
d’huile. Notons z(t) la distance entre la position de la masse au temps ¢ et sa positon
au temps t = 0. L’équation de Newton s’écrit

ma(t) = —co(t) + mg

ou a(t) = 2”"(t), v(t) = 2/(t) et ou ¢ désigne une constante liée a la viscosité de
I'huile. Comme a(t) = v/(t), on voit que

m(zL,v—v(0)) =—cL, v+ %
Ainsi,
Lo mv(0)z + mg
z(mz + ¢)

et le résultat précédent montre que

v(400) = —

3.7 Images des convolées

Proposition 3.7.1. Soient f et g des fonctions définies presque partout sur |0, +oo|.
Prolongeons f et g par zéro sur |—o0, 0] et supposons que les transformées de Laplace
de f et de g soient définies en z € C. Alors,

(a) le produit de convolution f x g est défini presque partout sur R et on a

(f # o)t /f gt — 1)

pour presque tout t € R. En particulier, f x g s’annule presque partout sur
|—00,0].
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(b) la transformée de Laplace de f % g est définie en z et on a
Ez(f *g) = £zf‘azg'

Démonstration. Comme

fot) =7 f(t) et ga(t) =e"g(t)

sont intégrables sur R, on sait que la fonction
Jo % Ga
est définie presque partout sur R et y est intégrable. La fonction
Fult = T)gu(r) = e f(t — m)e " Tg(r) = e £t~ T)g(r)

est donc intégrable en 7 pour presque tout ¢ € R. Il s’ensuit que f * g est défini pour
presque tout ¢t € R et que

fa: * Gp = e_xt(f * g)
est intégrable sur R, ce qui entraine en particulier que la transformée de Laplace de
f * g est définie en z. Comme f et g sont nuls presque partout sur |—oo, 0], on a

(f * o)t /f ot — 1)

d’ont lon tire que f * g = 0 presque partout sur |—oo,0]. Vu les propriétés de la

aussi

transformée de Fourier L, on voit que
pour tout y € R. Il s’ensuit que
iy (€7 (f# 9) (1) = Fis, (e f(1) Fry (e g(1))
pour tout y € R et en particulier que
Lfxg)=L.fL.g.
m

Exemples 3.7.2. (b) Soit b(t) une fonction continue sur [0, +oo| a valeurs dans C”
et soit fo un vecteur de C". On sait par la théorie des équations différentielles que

{

le probleme

]

"(t) = Af(t) +b(t) sit>0
t) = fo sit=0

/\l
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posséde une et une seule solution de classe C} sur [0, +00[. Montrons qu'il est possible
de calculer f par la méthode exposée dans la Remarque 3.6.4 si g(t) admet une
transformée de Laplace.

On sait déja que cela est possible si b=0 et que, dans ce cas, f est une expo-
nentielle polynéme. Il existe donc une matrice U(t) d’exponentielles polyndmes telle
que

U'(t)=AU(t) sit>0 "
Ut)=1 sit=20

et pour laquelle
LU= (21 —-A)"

On sait aussi que si f est une solution du probléme de départ de classe C} sur
[0, +00] et qui admet une transformée de Laplace alors

L.[= (1 = A (fo+L:D)

si ®z > 0. Comme
LU= (z1—-A)""

il vient
si ¥z > 0. On a donc

pour t > 0.

Réciproquement, si f est défini par la formule précédente, alors on vérifie faci-
lement que fest de classe C sur [0, +o0o[, que f(()) = ﬁ) et que f(t) admet une
transformée de Laplace. Il s’ensuit aussitot que f (t) est solution du probléme initial.

3.8 Images des primitives

Proposition 3.8.1. Soit f une fonction définie presque partout sur |0, +oo[. Pro-
longeons f par 0 sur |—o0, 0] et supposons que la transformée de Laplace de f soit
définie en un z € C tel que Rz > 0. Alors la fonction

o) = [ 1) dr

est définie et continue sur R et s’annule sur |—oo,0]. De plus, la transformée de
Laplace de ¢ est définie en z et on a

Ezwzlﬁzf.
z
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Démonstration. Comme la fonction e™*7 f(7) est intégrable en 7 sur R, la fonction
f(7) est intégrable sur ]0,¢] . Il s’ensuit que @(t) est bien défini pour tout ¢ € R et
que l'on a ¢(t) = 0 si t < 0. De plus, comme

t+h
ol == [ 1) dr= [ feh(o) dr
t
le théoreme de Lebesgue montre que

lim p(t + h) —(t) = 0.

h—0
La fonction ¢(t) est donc continue sur R. Comme on a aussi
Y= f * X]0,+00[

La Proposition 3.7.1 montre que la transformée de Laplace est définie en z et que
I'on a

1
Lop=LofLil=-L.].

3.9 Inversion de la transformation de Laplace

Proposition 3.9.1. Soit f une fonction définie presque partout sur |0, +oo[. Posons
Fiz)y=L.f (Vz e I'y x R)

et supposons que F(xq + iyo) soit intégrable en yo pour un xy > c¢y. Alors,

1 : 1
t)=— [ etwp yo) dyo = lim — %0 [(z) d
1) 2 / c (%0 + o) dyo R—>m-(+loo 2w [xo—iR,xo+iR] ‘ (7o) d2

pour presque tout t € |0, 4o00].
Démonstration. Prolongeons f(t) par zéro pour ¢ < 0. On a alors
F(xo +iyo) = F i (e’“of(t))

et I’hypothése combinée & la formule d’inversion de Fourier montre que I'on a

. 1 . 1 ; ‘
e f(t) = %}—;ﬁt(f‘ﬁ(fﬂo +iyo)) = %/6 "o F (0 + tyo) dyo
pour presque tout ¢ > 0. On en tire que
1 , 1
ft)=— /et(””OHyO)F(JL’O +iyo) dyp = — lim e F(z) dzg
21 20T R=+00 Ji40 iR wo+iR]

pour presque tout ¢ > 0. O
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Remarque 3.9.2. Soit F' une fonction holomorphe sur un ouvert du type ¢, +oo[+
iR. Si F' coincide avec la transformée de Laplace de f pour Rz > 0, si F'(x¢ + i)
est intégrable en y, pour un zy > sup(cy, ¢), alors la proposition précédente permet
de calculer f a partir de F'. Elle ne fournit cependant pas a elle seule un critére pour
que f existe. On trouvera par contre un tel critére dans la proposition suivante.

Proposition 3.9.3. Soit ¢ € R et soit F' une fonction holomorphe sur l'ouvert
|e, +oo[ + iR. Supposons qu’il existe et xq > ¢ tels que

(i) F(z) — 0 si z — oo dans le demi-plan {z : Rz > zo} ;
(ii) la fonction F(xo + iyo) est intégrable en yj.

Alors, la relation

1
()= lim ¢ F(z0) dzo
R—+o0 20T [xo—iR,x0+iR]

définit une fonction continue sur R. De plus,
(a) on a
1 .
£ < e 5 [ PG+ ivn)| dy
(b) ona f(t)=0sit<0;

(c) onacy <z et
L.f=F(z)
si fz > sup (cy, c).
Démonstration. 1l est clair que

1

T or

; : L, :
f(t) /et(IOJ”yO)F(xO + iyo) dyo = ——e"™° F ), (F(xo + iy0)).

21

On en tire de suite que f(¢) est définie et continue sur R et que

1 .
£ < e 5 [ 1P+ i) d

En appliquant le théoréme de Cauchy a la fonction F(z) et au bord du demi-
disque ci-dessous



on voit que
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Ki

T

I

/[;co 7iR,1‘0+iR}

e F(z) dzg = /

Cr

i

e F(z) dzg

20

ou Cp désigne le demi-cercle de centre xy et de rayon R situé dans le demi-plan

fermé Rz > xy. Vu 'hypothese (i), le lemme de Jordan montre que

lim

R—+ Cr

si t < 0. Il s’ensuit que

f(t) = lim

sit < 0; ce qui établit (b).
Compte tenu du principe d’unicité du prolongement holomorphe, le point (c)
sera établi si I'égalité £, f = F(z) a lieu pour Rz > xy. Plagons nous donc dans ce

cas. Vu (a), la transformée de Laplace de f est alors définie en z et on a

+o0 +oo
27r£zf:/ {/
0 —00

1

e F(2) dzg = 0

-0 €tZ0F<Zo) dZo =0
R—+00 2T /(30 iR 20 +iR]

Vu le théoréme de Tonelli, la fonction

e *t e F(xg + iyo)

etZOF(ZL‘Q + iyo)dyo dt.
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est intégrable en (t, zg) sur 0, +oo[ x R car

“+oo “+oo
/ [/ le™* 0 F (2o + iy0)|dt} dyo
—00 0
+00 e(xo—ﬂ?)t +oo )
= / ’F(l’o + zy0)| dyo
—o Lo — T |
+00 F ;
By RPN
_ T — To

e}

Il s’ensuit que

+oo +oo
2n L, f = / {/ e e F(z0 + iyo)dt] dyo
—0o0 0

+00 (zo—z)t |1
= / ¢ F(l’o + Zyo) dyo
—0 R0 T 2
0 F(x0 + iyo)
- ST W) gy
/_ Z — 7 Yo

Alinsi,
1 F
L.f= lim — F)
R—+00 20T J (30 —iRz0+iR] Z — 20
En appliquant le théoréme des résidus a la fonction
F(Zo)

Z — 20

Z0

et au demi-disque fermé considéré au début de la démonstration, on voit que

F F
/ (20) dzy — / (20) dzg = —2inF(2).
Cr % — %0 [zo—iR,z0+iR] Z — 20

F(20)

zZ — 20

Comme

20 — 0

si zgp — oo dans le demi-plan fermé {z € C : Rz > x4}, le lemme des grandes

/ F(z0) dzg — 0
c

RZ—ZO

encoches montre que

si R — +4o00. Il s’ensuit que

lim —
R—+00 2070 [zo—iR,zo+iR] < — <0

dzo = F(2);

d’ou la conclusion. O
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A.1 Reéduction des formes quadratiques réelles
Soit E/ un espace vectoriel réel de dimension n € N.

Définition A.1.1. Une forme quadratique réelle sur E est une application
q:F—R
qui est donnée par une formule du type
g(@) =D gurme (g €R)
j=1 k=1

dans une base (e, ...,e,) de E'; les réels xyq, ..., x, étant les coordonnées de = dans
cette base.

Remarques A.1.2. Placons-nous dans les conditions de la définition précédente.

g(x) =D am;

k=1 j=1

(a) Comme on a

il s’ensuit que
n n

q(z) = Z Z qjk;—%xkx]

k=1 j=1
On peut donc supposer sans restriction que les coefficients apparaissant dans I'ex-
pression de ¢ sont symétriques (i.e. que l'on a g, = gi; pour tout j,k € {1,...,n}).

(b) Lorsque les coeflicients apparaissant dans l’expression de ¢ sont symétriques,
il est clair que l'on a

glx+y) —q@) —qy) =2D > Grme
j=1 k=1
pour tous z, y dans FE. Il s’ensuit que ’expression

q(z +y) —q(r) — q(y)
2

b(z,y) =
est une forme bilinéaire sur E canoniquement associée a ¢ et que

ij = b(ej, Gk).
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Cela montre en particulier que la matrice symétrique ) formée par les g;; ne dépend
que de g et de la base (e, ..., e,). Si on désigne par X le vecteur colonne formé par
les coordonnées de x dans cette base, on peut alors réécrire la relation liant @) a ¢
sous la forme matricielle

q(z) = XQX.
Proposition A.1.3. Soit g une forme quadratique réelle sur E et soient (eq, ..., e,)
et (e,...,e,) deux bases de E. Notons P la matrice de passage de la premiére base

dans la seconde et (), Q) les matrices symétriques de q dans ces bases. Alors, on a

Q = PQP.
Démonstration. Si X, X sont les vecteurs colonnes formés par les coordonnées de
x € E dans les bases (e1,...,e,) et (e,...,¢,), on sait que
X =PX.
Comme
q(z) = XQX,

on voit que

d’ou la conclusion. O

Proposition A.1.4. Soit ¢ une forme quadratique réelle sur E. Alors il existe une

base (e1, ..., e,) de E dans laquelle on a
2 2 _ 2 2
q(l‘) :x1+..._|_xp_xp+1_..._xp+m
ol p, m sont des naturels tels que p + m < n.
Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base arbitraire de E et soit @) la matrice de

q dans cette base. Comme () est symétrique et réelle, il existe une matrice réelle
orthogonale U telle que
UQU = diag(A1, ..., \n)

oll A1, ..., A\, € R. Quitte & composer U avec une matrice de permutation, on peut
méme supposer qu’il existe des naturels p, m avec p + m < n pour lesquels on a
Aj >0 (resp. \; <0, A =0)sil<j<p(resp.p<j<p+m,p+m<j<n).
Posons alors

P =Udiag(1/v/IM], - 1/4/ sl 1, s 1)
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et notons (ey,...,e¢,) la base formée par les vecteurs dont les coordonnées dans la
base (ej, ..., e,) sont données par les colonnes de P. Vu ce qui précéde, la matrice
Q de q dans la base (e, .. .,¢,) est alors donnée par la formule

Q= PQP = diag(sgn Ay, ..., sgn Aptm; 0,...,0)
d’ou la conclusion. O

Définition A.1.5. Soit ¢ une forme quadratique réelle sur E et soit F' un sous-
espace vectoriel de E. Conformément a I'usage, nous dirons que q est définie positive
(resp. négative) sur F' si

q(z) >0 (resp. q(z) < 0)

pour tout z € F'\ {0}.

Proposition A.1.6. Dans les conditions de la PropositionA.1.4, on a
p = sup{dim F : F sous-vectoriel de E,q définie positive sur F'}

et
m = sup{dim F' : F' sous-vectoriel de F,q définie négative sur F'}

Démonstration. Etablissons la formule pour p, celle pour m s’en déduira en rempla-

cant g par —q.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E sur lequel g est définie positive et soit GG
I'enveloppe linéaire des vecteurs e, 1, ..., e,. Comme

2 2 2 2
Q(x)_x1+"'+$p_$p+1_'“_’xp—i—m?

il est clair que g(z) < 0 pour tout z € G. Puisqu’on a aussi ¢(x) > 0 pour tout
x € '\ {0}, il s’ensuit que
FNnG={0}.

On en tire que
dim FF+dim G =dim(F +G) <n

et, comme dim G = n — p, cela montre que
dim F' < p.

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que ¢ est clairement défini positif sur
I'enveloppe linéaire des vecteurs ey, ..., e,. O
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Définition A.1.7. Vu ce qui précéde, il est clair que si la forme quadratique réelle
q s’écrit sous la forme

q(z) :xf+---+x§—x§+1—---—xz+m
dans la base (e, ..., e,) et sous la forme
(@) =2+ Ly~ Ty~ Ty
dans la base (ey,...,¢,) alors p = p et m = m. En d’autres termes, le couple (p, m)

est intrinséquement associé a ¢. Nous dirons que (p,m) est la signature de gq.

Corollaire A.1.8. Soient g et q deux formes quadratiques réelles sur E. Alors il
existe un endomorphisme ¢ de E tel que

g=qoy
si et seulement si q et ¢ ont méme signature.
Démonstration. Cela découle immeédiatement de ce qui précéde. O

Remarque A.1.9. Soit ¢ une forme quadratique sur E et soit

q(z) = Z Z qikT;Tk

j=1 k=1
son expression dans une base (eq,...,e,) de E. Supposons disposer de n formes
linéaires (1, ..., @, linéairement indépendantes sur E telles que

q(z) = met(x) + - + pnps(z)

pour certains coefficients fi1, ..., i, € R. Alors, il existe des coefficients ¢j;, € R tels
que

i) = ik
k=1
pour tout € E et la matrice ® formée par les ¢, est inversible et telle que

Q = ddiag(jiy, - - ., pin)®.

Soit (ey,...,¢e,) la base formée par les vecteurs dont les coordonnées dans la base
(€1,...,e,) sont les colonnes de 1. Par construction, il est clair que la matrice de
q dans cette base est

Q - q?EQ@_l - dia‘g(:ula s a/‘Ln)

Il est alors clair que la signature de ¢ est donnée par le couple (p, m) ou p (resp. m)
est le nombre de p; > 0 (resp. p; < 0).
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L’intérét de la remarque précédente vient surtout de la proposition suivante :

Proposition A.1.10 (Méthode de Gauss). Soit ¢ une forme quadratique sur E.
Alors il est possible de construire algorithmiquement une base 1, ...,p, de E*
telle que

q(z) = o1 () + -+ pan(@)?® (1, e €R)

en procédant par récurrence sur la dimension de E.

Démonstration. Procédons par récurrence sur la dimension de E et supposons le

probléme résolu si dim F < n. Soit (ey,...,e,) une base de E et soit
q(z) = Z Z qikT;Tk
j=1 k=1

I’expression de g dans cette base. Le cas ¢ = 0 étant trivial, nous pouvons supposer
que q # 0. Cela étant, deux cas peuvent se produire.

(a) Si gj; # 0 pour un j € {1,...,n}, on peut, quitte & permuter les éléments de
la base, supposer que ¢;; # 0. Dans ce cas,

q(z) = quat +2 Z QkeT1Tk + Z Z qjkTj Tk
k=2

j=2 k=2
1k
=dqn (361 + Z P l'k) + Z Z 0 iTh
k=2 j=2 k=2

pour des q}k bien choisis. Vu notre hypothése de récurrence, il existe des formes
linéaires indépendantes o, . .., @, telles que

pi(2) =D pint
k=2
et des réels po, ..., p, pour lesquels
DO dpwiae = papa(x)* + -+ + pinpn(r)”.

=2 k=2

Posons

- qik
o1(r) =21 + Zixk
g 11

et 1 = q11. Par construction, il est alors clair que les formes

P1,92, -+, ¥Pn
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sont linéairement indépendantes sur £ et que

q(x) = prp1 (@) + popa()® + -+ + pnpn(x)?

pour tout =z € R.

(b) Si g;; = 0 pour tout j € {1,...,n}, alors il existe j # k tel que g;; # 0 et au
prix d’une permutation des vecteurs de base, nous pouvons supposer que g2 7 0.
Dans ce cas,

q(2) = 2q1om172 + 2 qumii +2 ) QrTate + D > Gk
k=3 k=3

j=3 k=3
- 42k . q1k S /

= 2q12 <9€1 + — 1'k> <a72 + — $k> + Z Z qjpTjTk
g 112 s 112 =3 k=3

pour des q;k, bien choisis. Vu notre hypothése de récurrence, il existe alors des formes
linéairement indépendantes s, ..., ¢, telles que

pj(z) = Z PjkTk
k=3
pour j € {3,...,n} et des réels us, ..., p, pour lesquels
SN diae = pss(x)* + -+ + papn(r)”.

j=3 k=3

Posons

"~ ok + Qi q
o1(z) =1 + 22+ E LIk; H1 2%2
et q12

et

. q2k — q1k q12
@2(%)=x1—$2+2—xk; o ===
s 112

Par construction, il est alors clair que les formes @1, s, @3, ... @, sont linéairement
indépendantes et que

q(x) = 1 (2)* + popa(@)® + pss (@) + - -+ pngpn(2)?
pour tout x € E puisque l'on a l'identité remarquable
(a+b)* - (a —b)* = 4ab

sia, beR. O
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A.2 Démonstration directe du lemme de Gronwall

Proposition A.2.1. Soient a, b des fonctions continues sur un intervalle [t,t;] de
R et soit o € R. Supposons que a soit positive sur [tg,t1] et que 1) soit une fonction
continue sur [ty, t1] telle que

t
wlt) <o+ [ (a(r)o(r) + b)) dr.
to
Alors 1 est majorée sur I par
t
eA(t,to) [w0+/ e—A(T,to)b(T) dr]
to

si

At ty) = /t:a(T) dr.

Démonstration. Posons
u(t) = xo + /tt(a(r)w(T) +b(7)) dr.
0
Alors u(t) est de classe C} sur I et majore ¢ (t) sur I. Il s’ensuit que
u'(t) = a(t)(t) + b(t) < a(t)u(t) + b(t).
Posons
v(t) = u(t)e A,

Alors v(t) est de classe Cy sur [ et on a
V(t) = [ (t) — a(t)u(t)]e A0 et w(ty) = xo.

Il s’ensuit d’abord que
/() < b(t)e At0)
puis que
v(t) < a0 + /t b(r)e A0 g,
to
Alinsi,
u(t) < eAltto) {xo +/t e—A(T,to)b(T) dr}
to

d’ou la conclusion. O
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A.3 Meéthodes d’intégration numérique a m points
Soit m € Ny et soient pq,...,p, et ci,..., ¢, des réels tels que
0§p1<<pm§17 C1+"'+Cm:1-

Définition A.3.1. Dans la suite, nous appellerons méthode d’intégration numérique
simple de rapports p1,...,pm €t de coefficients cq,...,c, et nous désignerons par
MS, ., la méthode qui consiste a approcher

/abf($) dx

(b—a) chf(a+0j(b —a))

par

pour tout intervalle compact [a,b] C R et toute fonction f continue sur [a,b]. La
méthode MS, . sera dite ezacte sur [a,b] pour f € Cy([a,b]) si 'erreur associée

EYH = (b-0) > cif(at ps-a) ~ [ fla) do

est nulle.

Proposition A.3.2. La méthode MS,, . est exacte pour tous les polynémes de degré
inférieur ou égal a p si et seulement si on a

m

k‘_ 1
20 =

j=1
pour tout k € {0,...,p}.
Démonstration. Comme tout polynéome de degré inférieur ou égal a p peut s’écrire
comme combinaison linéaire des polyndémes

L,r—a,(z—a)... (v—a)P

il est clair que la méthode MS, . sera exacte sur [a, b] pour tous ces polynomes si et
seulement si

Eq((x—a)") =0
pour tout k € {0, ...,p}. Comme

m k41
EN(z—a)) = (b—a)}_ eph(b _(b—a™
7j=1

la conclusion est immédiate. O
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Exemple A.3.3. Si m =1, les équations deviennent

cT = 1
Cipr = 1/2

c1ph _ 1/(p+1)

La méthode est donc exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 1 si
p1 = 1/2 mais ne sera jamais exacte pour les polynoémes de degré inférieur ou égal
a 2.

Si m = 2, les équations deviennent

c1+c = 1
cipr+capr = 1/2

1oy + capy - 1/(p+1)

Un calcul direct mais un peu long montre que la méthode peut étre rendue exacte
pour les polyndémes de degré inférieur ou égal a 3 en prenant

1 1 1 1

—_ — —, :_+_

mais qu’elle ne sera jamais exacte pour tous les polynémes de degré inférieur ou égal
a 4.

Plus généralement, on peut montrer que la méthode MS,. peut étre rendue
exacte pour tous les polynomes de degré inférieur ou égal a 2m — 1 & conditions de
prendre

1 1 1 1
=—4+ A,y P ==+ = A
P1 2 + 9 1, ) P 9 + 9
ol Ay, ..., A\, est la liste ordonnée des zéros du polyndéme de Legendre de degré m

mais qu’elle ne sera jamais exacte pour tous les polynémes de degré inférieur ou égal
a 2m.

Proposition A.3.4. La méthode MS,, . est exacte pour tous les polynémes de degré
inférieur ou égal a p si et seulement si

Egy ™ (f) = o(h"*)

pour h — 07 lorsque f € Cy([xo,xo + H]) (H >0).
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Démonstration. Soit H > 0, soit f une fonction de classe C,([zo, zo + H]) et soit F
la primitive de f sur [zg, xo + H] qui s’annule en xy. Par Taylor, on a

P (k)
Flaot psh) = 3T i o)
k=0 ’

et

p+1
F(k)
F(zg+h) = E —k('xo) h* + o(hPT)
k=0 )

si h — 0T. Il s’ensuit que

p ( m p+1 —1)
phn =Y 1 = (Z cm?) ety ) ;!(‘”“’) B+ o)
k=0

k ,
7j=1 k=1
P k) m
) (2 1
- k<' " > cirh — 1 W+ o(RPHY)
k=0 ’ Jj=1

si h — 0%. On a donc
E2F(f) = o(hP*1)

pour h — 0% si et seulement si

- 1
(k) F_ = | =0
o (et~ 15
pour tout k£ € {0,...,p} et la conclusion résulte alors aisément de la proposition
précédente. O

Proposition A.3.5. Supposons que la méthode MS, . soit exacte pour les poly-
noémes de degré intérieur ou égal a p. Posons

k() = 2X)0, 400 ()

et
KUE) = Bl v Kz — ).
Alors -
b —— b (p+1)
B = 5 [ KNS de

pour tout f € Cpy1([a,b]).
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Démonstration. Soit f € Cp,i1([a,b]). Vu la formule de Taylor avec reste intégral,
nous savons que

F@) = f@)+ fla)e —a)+ o+ [0 T % / FURE) (= ) de.

Il s’ensuit que ,
1
fla) = Pla) + = [ £ (ke - ) de.

ol P est un polynéme de degré inférieur ou égal & p. Comme la fonctionnelle
fe B
est linéaire sur C,11([a, b]) et nulle en P, on en tire que
b
pE) = B (o [ 1ok - ).

Il s’ensuit que

plEL(f b—ai / FE( O k(2 — &) de

{ P (ks — €) dg}

Comme la fonction
(,8) = [PV (Ek(z —¢)

est intégrable sur [a, b] X [a, b], il résulte du théoréme de Fubini que

b
PE(f) = / SO () B (x> k(z — €)) dE;

d’ou la conclusion. O

Définition A.3.6. On dit que la fonction K? de la proposition précédente est le
noyau de Peano de degré p de la méthode MS,, ..

Proposition A.3.7. Dans les conditions de la proposition précédente, on a

KO = 0 (522
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ot K désigne le noyau de Peano de degré p de MS, . sur [0,1]. En particulier, il
existe une constante C' > 0 telle que

sup |KL(¢)| = (b—a)*'C
£€la,b]

pour tous b > a dans R et on a

B < 0= ar™ e |06

pour tout f € Cpyq([a,b]).

Démonstration. On a
m b
KO = (b= ) > ejblay &) — [ Ko —¢) do.
j=1 a

En effectuant les changements de variables donnés par
r=a+tb—a) E=a+7(b—a)

on en tire que

m

K& = (b—a) Y esb—a)h(p; — 7) — / (b— a)k(t — 7)(b — a) dt

J=1

=(b— a)pHK(T).

Corollaire A.3.8. Dans les conditions de la proposition précédente, on a

zo+h m
/ TR0 A= 1S e f (w0 pgh) + O

xo le

pour h — 0% si f € Cpi1([xo, x0 + H]) (H > 0). En d’autres termes, la méthode
considérée est localement d’ordre supérieur ou égal a p + 2.

Démonstration. Cela découle directement de la proposition précédente. O

Fixons a < b dans R et n € Ny. Posons h = (b — a)/n et sy = a + kh pour
k €{0,...,n —1}. Puisque

1

/abf(x) dz = nz; /+ f(z) da
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pour toute fonction f continue sur [a,b] et que

/ - f(z) de ~ hchf(sk + p;h)

Sk .]:1

pour k € {0,...,n— 1}, on a donc

b n—1 m
/ fl@)do~) hchf(Sk + pjh). (*)

Définition A.3.9. La formule d’intégration approchée discutée ci-dessus correspond
a une méthode que nous appellerons méthode d’intégration numérique composée de
rapport pi, ..., pm et de coefficients ci, ..., ¢y et que nous désignerons par MC,, ..

Proposition A.3.10. Supposons que la méthode MS,, . soit exacte pour les poly-
noémes de degré inférieur ou égal a p. Alors, on a

n—1 m

b
b el sctmh) = [ fa) do =00

k=0 j=1
ol
(O] < C(b— a)h?*.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que

n—1

m b
RS- cif(sut o)~ [ fla) do

k=0 j=1
n—

- [hZc]szp]) /Sk“ﬂx)dx]

k=0 Sk
et d’utiliser la Proposition A.3.7. O]

Remarque A.3.11. On peut donc utiliser MC,, . pour approcher

/a o) da

m

n—1
Zhchf(sk + p;h)
k=0 j=1

pour f € Cy([a,b]) & condition de choisir h suffisamment petit.

aussi pres que 'on veut par
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