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1 Principe de Pargument et conséquences

1.1 Principe de 'argument de Cauchy

Proposition 1.1.1. Soit K un compact de C bordé par une courbe C' et soit f une
fonction holomorphe sur un ouvert €2 contenant K. Supposons que f ne s’annule pas
sur C'. Alors f ne posséde qu'un ensemble fini {a,, . .., a,} de zéros dans K et chacun
de ces zéros est de multiplicité finie. De plus, si on désigne par p; la multiplicité de
a; comme zéro de f pour tout j € {1,...,p}, alors on a

1 [ f(z)
Tt U = o dz
= Pr = i c f(2)
Démonstration. Quitte a restreindre 'ouvert €2, on peut supposer que toutes ses
composantes connexes rencontrent K. Dans ce cas, tous les zéros de f dans €2 sont
isolés car, sinon, f s’annulerait identiquement sur une composante connexe de ) et
une telle composante doit rencontrer C'. Puisque tous les zéros de f dans {2 sont

isolés et que K est compact, f ne posséde qu'un qu’un ensemble fini {ay,...,a,} de
zéros dans K et chacun de ces zéros est de multiplicité finie. Quitte a restreindre €2,
on peut alors supposer que f ne s’annule pas sur Q \ {as,...,a,}.

Soit j € {1,...,p}. Vu ce qui précede, a; est une singularité isolée de f'(2)/f(z).
De plus, on a

f(2) = (2 —a;)" g;(2)

ol g; est une fonction holomorphe sur €2 qui ne s’annule pas en a;. Il s’ensuit que

fi(z)  wilz —a)gi(2) + (2 — aj)“’g;(z).

f(2) (z — a;)"g;(z)
et que
. J'(z) _
Jim m(z — ;) = fu;.
#
Cela montre que a; est un pole simple de f'(z)/f(z) de résidu égal & y1;. La conclusion
résulte alors directement du théoréme des résidus de Cauchy. O

Définition 1.1.2. Dans les conditions de la proposition précédente, on dit que
p1 + -+, est le nombre algébrique de zéro de f dans K.

Remarque 1.1.3. Placons nous dans les conditions de I’énoncé et choisissons un
découpage orienté I'y, ..., I'; de C de sorte que pour chaque j € {1,...,J} il existe
un 6; € |—m, 7] pour lequel

T; C f7HCN\ {re™ . r <0}).
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Alors, I'; est inclus dans le domaine d’holomorphie de Ing, f(z) et comme

, f(2)
(1n6’j f(Z)) - f(Z)
sur ce domaine, on a
L), Iy S(B)) —Ing, f(4))
2im Jr, f(2) N 2

si A; (resp. B;) désigne 'origine (resp. 'extrémité) de I';. Il s’ensuit que,

5 (L/ f'(z) dz> _ argy, f(Bj) — argy, f(Aj)'
2 r;

f(2) 2

et que

T arg, f(B;)—arg, f(A;
M1++/’LP:Z ga]f( J) g@yf( ]).

, 2
Jj=1

Cette reformulation du résultat précédant permet de mieux comprendre pourquoi
ont lui donne le nom de principe de ’argument. Elle montre également que le nombre
algébrique de zéros de f dans K est donné, en quelque sorte, par le nombre de tours
que fait f(C') autour de 'origine.

Le principe de 'argument peut étre généralisé dans différentes directions. Par
exemple :

Proposition 1.1.4. Dans les conditions de la proposition précédente, on a aussi

f'(2)
) h(z) dz

1
ph(ay) +--- + Mph(ap) = %/(;

si h est holomorphe sur un voisinage de K.

Démonstration. 1l suffit de procéder comme pour le principe de 'argument et de
remarquer que

_ ['(2)

lim h(z)(z — a;) = pih(a;).

= fz)

]

Exemple 1.1.5. Soit a calculer la somme S, des puissances p®™* des zéros d’un
polynéme P(z) = ag + a1z + - - - + a, 2" pour lequel a,, # 0. D’aprés ce qui précéde,

on a 1 P/( )
z
= — p__ 7

% 2m/cz Pz)
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ot C'(0, R) est le cercle bordant un disque contenant tous les zéros de P. Ainsi,

2im Jo ap+ a1z + -+ a,z"

Posons 7 = 1/z, il vient

1 1 n=1_4 94,772 1+ ... .
Sp—— a7 + 2a97 + + na Ir

2im Jowary TP aoT" + a4+ ay

Ainsi
(p)

(0).

1 {alz"_l +2a92" "2 + - - + nay,
Sp

P @t azmt - toa,

1.2 Théoréme de Rouché

Lemme 1.2.1. Soit h une fonction holomorphe sur un ouvert € de C et soit C' une
courbe connexe orientée de 2.

(a) Si C est a bord alors C' posséde une origine A et une extrémité B et on a
/ W(z) dz = h(B) — h(A).
r

(b) Si C est sans bord alors
/ h'(z) dz = 0.
c

Démonstration. Le point (a) est bien connu si C' est remplacé par un arc I' et les

conclusions découlent de ce cas particulier par 'utilisation de découpages appropriés.
]

Théoréme 1.2.2. Soit K un compact de C bordé par la courbe orientée C' et soient
f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert ) contenant K. Supposons que

£ (2) = g(2)] < lg(2)]
sur C'. Alors, les fonctions f et g ont le méme nombre algébrique de zéros dans K.

Démonstration. Vu I’hypothése, ni f, ni g ne peuvent s’annuler sur C'. La différence
entre le nombre algébrique de zéros de f et de g est donc

R (C PR Ry PREE A (C RO

“2in Jo f2) T 2in N

9= T 2in Jo F(2) T 9(2)
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Or, sur C on a

\— <
Donc, pour tout z € C, f(2)/g(z) est dans le domaine d’holomorphie de In z et
h(z) =1In {M}
9(2)
est holomorphe sur un voisinage de C. Sur ce voisinage, on a
/ /
W= 9
[
Alinsi,
1
20 C
vu le Lemme 1.2.1. O

1.3 Théoréme de Hurwitz

Théoréme 1.3.1. Soit K un compact de C bordé par une courbe orientées C' et
soient f,, (m > 0) et f des fonctions holomorphes sur un ouvert 2 de C contenant
K. Supposons que

Jm — f

uniformément sur K et que f ne s’annule pas sur C. Alors il existe M > 0 tel que
(i) fm ne s’annule pas sur C,
(ii) f et f,, possédent le méme nombre algébrique de zéros dans K,

sim > M.

Démonstration. Posons

5= inf |1(2)]

Comme f ne s’annule pas sur C, § est strictement positif. Puisque f,, converge
uniformément vers f sur K, il existe alors M > 0 tel que

sup | fm — fI <6
K

si m > M. Dans ces conditions

’fm_f‘<’f’

sur C et la conclusion résulte du Théoréme 1.2.2. O
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Corollaire 1.3.2. Soit €2 un ouvert connexe de C. Supposons que
fm = f

dans O(Q2). Supposons de plus que f,, ne s’annule pas (resp. soit injectif) sur §) pour
m suffisamment grand. Alors f est identiquement nul (resp. constant) sur {2 ou ne
s’y annule pas (resp. y est injectif).

Démonstration. Traitons d’abord le cas ot il existe M > 0 pour lequel f,,, ne s’annule
pas sur {2 lorsque m > M. Supposons que f ne soit pas identiquement nul sur €2
et qu’il existe a € Q tel que f(a) = 0. Dans ces conditions, a est un zéro isolé

de f et il existe € > 0 tel que D(a,e) C Q et pour lequel f ne s’annule pas sur
D(a,e)\ {a}. Vu la proposition précédente, le nombre algébrique de zéros de f et de
fm dans D(a,e) coincident lorsque m est suffisamment grand. Cela conduit & une

contradiction puisque f,, ne s’annule pas sur €2 lorsque m > M.

Traitons a présent le cas ou ou il existe M > 0 pour lequel f,, est injectif sur
Q lorsque m > M. Supposons que f ne soit pas constant sur €. Fixons zg € €2 et
posons

Fn(2) = fn(2) = fm(20) et F(2) = f(2) = f(20)-

Par construction F,, — F dans O(Q\ {20}) et F' n’est pas identiquement nul sur
Q\ {z}. Puisque F,, ne s’annule pas sur Q \ {zp} si m > M et que Q\ {2z} est
connexe, ce qui précéde montre que F' ne s’annule pas non plus sur Q\ {zp}. Comme
zo peut étre choisi arbitrairement dans 'ouvert €2, il s’ensuit que f est injectif sur
cet ouvert. 0

1.4 Structure locale d’une fonction holomorphe

Proposition 1.4.1. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert €2 de C. Soit
2o € Q et soit wg = f(zy). Supposons que zy soit un zéro de multiplicité p € Ny de

f(z) —wo.
Alors il existe un voisinage ouvert U de zy dans ) pour lequel
(a) V = f(U) est un voisinage ouvert de wy ;
(b) pour tout w € V' \ wy, I'équation
f(z) =w

posséde exactement p solutions distinctes dans U.
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Démonstration. On a
f(2) —wo = (2 — 20)"g(2)

ot g est une fonction holomorphe sur Q) telle que g(zy) # 0. Choisissons € > 0 tel
que

(1) D(Z(),E) C Q;

(ii) infzeiD(zo,a) lg(z)| =pu>0

(ili) f'(z) #0siz € D(z0,¢) \ {20}

Si w € D(wp, pe?) et si z € C(zg,€), on a

((f(2) = w) = (f(2) = wo)| = |w — wo| < pe” < |f(2) — wol.

Il résulte alors du Théoréeme 1.2.2 que les fonctions holomorphes

f(z) —w et f(z) —wo

ont le méme nombre algébrique de zéros dans D(zg,e). Comme f'(z) # 0 si z €
D(zo,¢) \ {20}, f(2) — w n’a que des zéros simples dans D(zp,e) lorsque w €
D(wo, pe?) \ {wo}. Il s’ensuit que 1'équation

f(z) =w

a exactement p solutions distinctes dans D(zy, €) pour tout w # wy dans D(w, pe?).
Pour conclure, il suffit alors de poser

U = D(z0,¢) N f'D(wy, ue’) et V' = D(wo, pe?).
[

Corollaire 1.4.2.

(a) L’image d’un ouvert connexe par une fonction holomorphe non constante est un
ouvert connexe.

(b) La dérivée d’une fonction holomorphe injective ne s’annule pas.

(c) Soit f une fonction holomorphe injective sur un ouvert 2 de C. Alors f(2) est
un ouvert de C et I'inverse f~1 : f(Q) — Q de la bijection f : Q@ — f(Q) est
holomorphe.
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Démonstration. (a) Si f est holomorphe et non constante sur un ouvert connexe 2
de C, elle ne posséde pas de zéro de multiplicité infinie. La proposition précédente
montre alors que pour tout zy € €2, f(€)) est un voisinage de wy = f(zp) d’ou la
conclusion.

(b) Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert €2 de C dont la dérivée s’annule
en zy € Q. Posons wy = f(2p). Vu nos hypothéses, il est clair que la multiplicité de
2o comme zéro de

f(z) = wo
est alors infinie ou donnée par un naturel p > 2. Dans le premier cas, f est constante
sur un voisinage de zg et ne peut donc étre injective sur 2. Dans le second cas, la
Proposition 1.4.1 montre que I’équation f(z) = w peut avoir plus d’une solution
dans Q2 et que f n’est donc pas non plus injective sur 2.

(c) Soit f une fonction holomorphe et injective sur un ouvert €2 de C. Comme 2
peut s’écrire comme 'union de ses composantes connexes, le point (a) montre déja
que f(€) est un ouvert de C et il ne reste plus qu’a établir 'holomorphie de f~! sur
cet ouvert. Pour cela, considérons zy € €2 et choisissons € > 0 tel que D(zg,¢) C €.
Fixons w € f(D(zp,¢)). Vu nos hypothéses, il est clair que la fonction f(z) — w
posséde un seul zéro dans D(zp,¢) et que ce zéro est donné par z = f~!'(w) €
D(zp,¢€). Il découle alors de la Proposition 1.1.4 que

RV 7f'(7)
f 1(w) - %/C(zo,a) f(T)——w dr.

Or, grace théoréme de dérivation des intégrales paramétriques, on voit aisément que

rf'(r)

w ————dr
C(z0,¢) f(r) —w

est holomorphe sur C\ f(C(zp,¢)). La conclusion en résulte. O

la fonction

Proposition 1.4.3. Dans les conditions de la Proposition 1.4.1, il existe un voisi-
nage U de zy dans €0, € > 0 et une bijection holomorphe

h:U — D(0,¢)

tels que
f(z) —wy = h(2)P.
Cela étant, pour tout w € D(z,e?), les solutions de I’équation

f(z) =w

dans U sont les images par h™! des racines p®™* de w — wy.
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Démonstration. On a
f(2) —wo = (2 — 20)"g(2)

ol g est une fonction holomorphe sur €2 telle que g(zp) # 0. Comme
Uz
est holomorphe sur C \ ]—o0, 0], la fonction

9(2)/9(z)

est bien définie et holomorphe sur un voisinage ouvert U, de z,. Choisissons une
racine p*™° 1 de g(zp) et posons

h(z) = (2 = 20) ¥/ 9(2)/9(20)-

Par construction, h est holomorphe sur Uj et on a
h(Zo) = O, h/<20) = U.
De plus, sur Uy,
h(z)" = f(z) — wo.
Comme h/(z9) # 0, la Proposition 1.4.1 montre que h est injective sur un voisinage
U C Uy de zy. Quitte a restreindre U, on peut supposer que

h(U) = D(0,¢)
pour un certain £ > 0. On est alors dans les conditions de 1’énoncé. O

Définition 1.4.4. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert €2 de C. Confor-
mément a 1'usage, nous dirons que zy est un point critique de f dans €2 si zg € € et
si f'(z0) = 0; 'image par f d’un tel point critique étant quant a elle appelée une
valeur critique de f sur €.

Exemple 1.4.5. Considérons la fonction sin(z) sur C. Puisque sin’(z) = cos(z), il
est clair que les points critiques de sin(z) dans C sont les zéros complexes de cos(z).
Il s’agit donc des nombres de la forme 7/2+ k7 avec k € Z. Comme sin(7/2+ k7)) =
(=1)* si k € Z, la fonction sin(z) ne posséde que deux valeurs critiques sur C & savoir
—1 et 1. Vu ce qui précéde, la fonction sin(z) est donc injective sur un voisinage
d’un point zy qui n’est pas de la forme 7/2 + k7 avec k € Z. Si zy = 7/2 + km avec
k € Z, alors sin”(z9) = —sin(zg) = (—=1)*! # 0 et on est donc dans le cas p = 2 de
la proposition précédente. Dans ce cas, wy = (—1)* et

sin(z) — wy = (—1)%(sin(z — 2o + 7/2) — 1)
= (=1)*™(1 — cos(z — 2))
= (—=1)F2[sin((z — 20)/2)]%
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La fonction h de la proposition précédente peut donc étre choisie égale a

ik+1\/§sin (Z _2 ZO) .

Notons que dans ce cas, la fonction h~! se calcule aisément au moyen & la fonction

arcsin complexe.



2 Principe de symétrie de Schwarz

2.1 Version faible

Soit 2 un ouvert de C et soit f une fonction holomorphe sur €2. Notons si la
symétrie orthogonale du plan complexe par rapport a I’axe réel. Comme

sr(z) =2
il est clair que 'image d’un ouvert €2 de C par sg est 'ouvert
A, ={Z:2€Q={2€C:Z2€Q}
et on vérifie aisément que la fonction

f sg — SR © f O Sgr
est holomorphe sur cet ouvert.

Définition 2.1.1. Nous dirons que €2, (resp. fs,) est I'ouvert (resp. la fonction
holomorphe) symétrique de Q (resp. f) par rapport a R et que Q (resp. f) est
symétrique par rapport & R si Qg, = Q (resp. si Qy, = Q et si fs, = f).

Remarque 2.1.2. Soit f une fonction réelle analytique sur un ouvert €y de R. Par
définition, tout point zy € )y posséde alors un voisinage sur lequel f coincide avec la
somme de sa série de Taylor réelle. En recollant les sommes des séries de puissances
naturelles

correspondant aux différents zy € €2y, on voit aisément que f peut étre étendue en
une fonction g holomorphe sur un ouvert €2 de C contenant {2y. Quitte & remplacer 2
par (Q\R)UQ, on peut méme supposer que QNR = . En remplagant alors  par
I'union de composantes connexes de 2N 2,, qui rencontrent R, on se rameéne au cas
ou l'ouvert €2 est de plus symétrique par rapport & R et ol toutes ses composantes
connexes rencontrent R. Dans ce cas, le fait que

9 = =g

sur {2y combiné au principe d’unicité du prolongement holomorphe montre que g est
en fait symétrique par rapport a R. Il s’ensuit que 1’étude des fonctions holomorphes
symétriques par rapport a R est équivalente a celle des fonctions analytiques réelles
a valeurs réelles.
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Posons
Qp ={z2€0Q:3z> 0}, Qy={z€Q:32=0}, Q- ={2€0:3z <0}

Il résulte de la définition précédente que €2 est symétrique par rapport a R si et
seulement si

Q- = sr(Q4)

et que dans ce cas f est symétrique par rapport a R si et seulement si on a

f|Q_ = SRof|Q+ O SR

et si fi, est a valeurs réelles. Une fonction holomorphe sur € et symétrique par
rapport a R est donc déterminée par sa restriction a €2, U et cette restriction est
holomorphe sur €2, continue sur €2; U )y et réelle sur €.

Le résultat suivant montre d’ailleurs que ces conditions caractérisent compléte-
ment les restrictions a €2, U )y des fonctions holomorphes sur ) symétriques par
rapport a R.

Proposition 2.1.3 (Principe de symétrie, version faible). Soit © un ouvert de C
symétrique par rapport a R et soit g une fonction continue sur €2, U}y, holomorphe
sur ), et réelle sur €. Alors il existe une unique fonction f holomorphe sur (2,
symétrique par rapport a R et coincidant avec g sur €2, U €.

Démonstration. Posons
1(z) = g(z) size QU
g(z) sizeQ_.

Vu nos hypotheéses, il est clair que f est alors continu sur €2 et que

f2)=f()

pour tout z € €. Il est également clair que f est holomorphe sur €2, et sur 2_. Pour
conclure, il suffit donc de montrer que f est holomorphe sur un voisinage de chaque
o € . Fixons un tel zy. Puisque 2 est ouvert, il existe R > 0 tel que

D(Io, R) - Q.

Posons
D(zo,R)y = {z € D(zo,R) : Sz > 0}

et
D(zg, R)- = {z € D(z0, R) : 3z < 0}.
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Fixons z € D(xg, R)+ U D(xg, R)_ et choisissons 79 > 0 tel que
K, = (D(mO,R)+ n m) U (D(:L"o, R) — m) cQ
et pour lequel
z € Ky
si n € ]0,m0]. Cela étant, le théoréme des résidus montre que

16 =5 [ S

2w oK, C — 2

si n €]0,m[. Ainsi, pour 1 € ]0, 79[, on a

| £©) N
2Z7Tf(2> /C(a:o,R)++in C —Z ot /[—R+i7773+i77] C —F ‘

e f(©)
i /C(wo,R)—in (-2 “ /[—R—in,R—in] ¢—=z d

si C(zo, R)+ (resp. C'(zg, R)_) désigne le demi-cercle

{z € C(z0,R) : Sz > 0} (resp. {z € C(xg, R) : Iz < 0})

orienté trigonométriquement. En faisant tendre n vers 07 et en tenant compte de la
continuité de f sur €2, on en tire que

. f©)
2 = dc. *
inf(2) /C e (%)
Puisque la fonction
7> 7O 4

2T Je(wo,r) C — #
est holomorphe sur D(zg, R) et que f est continu sur D(xg, R), 'égalité (*) a en fait
lieu pour tout z € D(xg, R). Cela montre en particulier que f est holomorphe sur
un voisinage zo. Comme zy peut étre choisi arbitrairement dans {2y, la conclusion
en découle. O

Bien que tres joli, le résultat précédent est cependant un peu faible pour diverses
applications. Nous allons voir en fait qu’il est possible de prolonger symétriquement
un f € O(£24) a Q sous la seule condition que

lim Sf(z) =0

zZ—>xo
2€Q4

pour tout xy € £2y. Pour cela, nous aurons besoin des quelques résultats suivants.
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2.2 Formules de Schwarz et de Poisson

Proposition 2.2.1 (Formule de Schwarz). Soit f une fonction holomorphe sur
D(zo, R) dont la partie réelle admet une extension continue u a D(zy, R). Alors

1 (C—20) + (2 —20) u(C)
/C(zo R) dC

J(z) = 87 (=) + 52 (€ —20) = (2 — 20) € — 20

2m

pour tout z € D(z, R).

Démonstration. Posons
f(m) ( Zo)

Ay, = I
m:

pour tout m > 0. On sait par la formule de Taylor que

o)
f(2) =) am(z = z0)"
m=0
sur D(zp, R). Fixons r € ]0, R[. De la relation précédente, on tire que
f(zo 4 re Z Q™™
la convergence étant uniforme en 6 sur [—7, 7]. Il s’ensuit que
u(zo +re?) = Z cme™

uniformément en 6 sur [—7, 7] si

AmT™
m2 pour m >0
cm = { Rag pour m =0
a_mr™ ™
m2 pour m < 0
De la, on tire que
™ 1 [

5 = o u(zo +re)e™™ dp

—T

et par conséquent que

; 1 " % - 1 " (1 01m
f(z):z%ag—l-%/_wu(zo—irree) d@—i—z_:l;/_ﬂu(zoeree) [(z = zo)/re”]™ db
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pour tout z € D(zg, R). Pour z fixé dans D(zy,r), on a
‘(z — zo)/rei9| =z —2l/r <1

pour tout # € [—m, 7| et en utilisant les propriétés des séries géométriques, on voit
que

- L[ i L [" oy (2 —20)/re”
f(z) = iSag + g/_ﬁu(zo +re”) df + ;/_Wu(zoere )1 By Py do.
Il s’ensuit que
: 1 [T re? + (2 — z) 0
f(z) =4S f(20) + Py /7T oy o Zo)u(zo +re) db.
En faisant tendre r vers R~, on en tire finalement que
1 [T Re" + (2 — z) A
=19 — . Re™) df
f(2) =1iSf(20) + S0 /7r Reit — (- = Zo)u(zo + Re") db,
pour tout z € D(zy, R) comme annonceé. O

Corollaire 2.2.2 (Formule de Poisson). Soit u une fonction réelle continue sur
D(zp, R) et harmonique sur D(zy, R). Alors

1 [T R*—|z— 2 0
= — . Re™) df
u(z2) 5 /_7r Re? — (s = )P u(zo + Re")

pour tout z € D(zg, R).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que u coincide sur D(zg, R) avec la partie
réelle d’une fonction holomorphe f et de prendre la partie réelle des deux membres
de la formule de Schwarz associée a cette fonction. m

La formule de Schwarz montre en particulier qu’une fonction f qui est holo-
morphe sur D(zp, R) et dont la partie réelle admet une extension continue u a
D(zp, R) est déterminée par la donnée de sa partie imaginaire en zy et par celle de
la restriction de u a C'(zg, R). Le résultat ci-dessous montre de plus que l'on peut
choisir librement ces données.

Proposition 2.2.3. Soit ¢ une fonction réelle continue sur C(zo, R) et soit C' une
constante réelle. Alors la fonction f définie en posant

) 1 —20)+(z2—=%
2im Jo(zo,r) (€ — 20) — (2 — 20) ¢ — 20
pour tout z € D(zy, R) est holomorphe sur D(zy, R), a une partie imaginaire égale

a C en zy et une partie réelle qui admet une extension continue u & D(zy, R) qui
coincide avec ¢ sur C(zy, R).

d¢
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Démonstration. Il est clair que

o) —ict L [T B (e = 20)

27 Joo—n Re? — (2 — 29)

u(zo + Re™) db

pour tout z € D(zp, R) et tout #y € R. Cette relation combinée au théoréme de
dérivation des intégrales paramétriques montre directement que f est holomorphe
sur D(zp, R). Elle montre aussi que

1 90+7T ]
f(z0) =iC + — / u(zo + Re') df
2 P

0o—T

et comme u est réel, il s’ensuit que If(z9) = C. Pour conclure, il suffit donc de
montrer que

pour tout (g € C(zg, R). Fixons donc (y € C(zp, R) et choisissons 0y = arg({y — 29).
On a alors (y = 2 + Re' et une application de la formule de Schwarz & la fonction
constante z — u((y) montre que

B 1 Oo+m R€i9+ (Z—Z[))
w(Co) = _/9 Re? — (z — z)

u(zo + Re') db.
2T

0—T

Il s’ensuit que

1 O+ R2— |2 — 2 A
Rf(2) /9 2= 200"+ Rei®) g

T 21 Joyn [RE? = (2= 2)P
et que
q (%) 1/Wﬂ]#_v_m2 (20 + Re™) df
u = — - U\ 2 e .
Yo Joyn |RET—(z— )2
Alinsi,

1 Oo+m R2 - ‘Z . 20‘2 0 0
Rf(z) —u(Co) = %/0 Re — (2= 2)2 [u(zo + Re") — u(zy + Re 0)} do.

o—T
Fixons € > 0 et choisissons 7y € |0, 7| suffisamment petit pour que
: : €
|u(zo + Re™) — u(zy + Rewo)‘ < 3
si |0 — 0y| < mo. Pour un tel 7y, on a

[Rf(2) = u(Co)l < L+ I
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avec
1 R% — |2 — z)? : -
I = — , u(zo + Re™) — u(zy + Re'™)| db
27T [0o—m,00—n]U[00+n,00+7] ‘Relg - (Z - ZO)P ‘ |
et
1 [P R2 |z — g : :
I:—/ ‘ u(zo + Re™) — u(z + Re'™)| df
2= 0 o TR (2= zg)p M0+ ) — o )
1 [P R2_|z— % e
< — . — db
21 Joo—y R — (2 — 2)|? 2

1 Oo+m RQ _ |Z _ ZO|2 c
27 |Re?® — (2 — 29)|? 2
£
< —.
-2

do

Oo—m

Comme [y — 29| = R, il est clair que

R?* — |2 — 2|?
|Re?? — (z — z)|?

— 0

uniformément en 0 sur [0y — 7,600 — 0] U [0y +n, 0y + 7| si z — (p dans D(zp, R). 1l
en résulte que Iy — 0 si 2 — (o dans D(z, R) et il existe donc 7 > 0 tel que [; < §
pour tout z € D(zg, R) tel que |z — (o| < n. Pour un tel 1, on a alors

(Rf(z) —ulz)] < e

pour tout z € D(zg, R) tel que |z — (o| < n. Comme ¢ > 0 peut étre choisi arbitrai-
rement, la conclusion en découle. O

Corollaire 2.2.4. Soit ¢ une fonction réelle continue sur C(zo, R). Alors la fonction
u définie en posant

1 +7 R2—|Z—Zo|2 "
= — . Re™) db
’LL(Z) 27‘(‘ /ﬂ— |R€7“9 _ (Z — Zo)|2 @(ZO + e )

pour tout z € D(zy, R) est harmonique sur D(zy, R) et admet une extension continue
a D(zp, R) qui coincide avec ¢ sur C(zy, R).

Démonstration. C’est immédiat. O]

Remarque 2.2.5. Le corollaire précédent combiné au Corollaire 2.2.2 montre en
fait que le probléme de Dirichlet plan classique admet une et une seule solution dans
le cas des disques.
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2.3 Version forte

Grace au résultat précédent, nous sommes maintenant en mesure d’établir une
version plus fine du principe de symétrie.

Proposition 2.3.1 (Principe de symétrie, version forte). Soit Q) un ouvert de C
symétrique par rapport a R et soit f une fonction holomorphe sur ), telle que
: Cx _
Zlgréo Sf(z) =0
Z€Q+
pour tout xg € €. Alors f admet une unique extension holomorphe a ) qui soit
symétrique par rapport a R.

Démonstration. Etendons f a '\ € en posant f(z) = f(Z) si z € Q_. Posons

_Sf(z) sizeQ\Q
viz) = {0 siz e Q)

Vu nos hypotheéses, il est clair que v est continu sur €2. Fixons xg € €2y et R > 0 tels

que D(zq, R) C ). Posons

_ L (€ —20) + (2 —m0) ¥(Q)
9(z) = 207 Jo(z0,m) (€ — T0) — (2 — 20) ¢ — 0 a6
1 [T Re ™ + (2 — xy)

T o _» Re?? — (2 — x)

V(2o + Re™) db

pour tout z € D(xg, R). Vu 2.2.3, g est holomorphe sur D(zy, R) et

lim — g(2) = 9(Co)

z2—Co
z€D(z0,R)

pour tout (g € C(zg, R). De plus, on a

N\ 1 7T R€w+(§—x0) .
=5 /7r Ret? — (Z — 1) (w0 + Re”) df
1 [T ReT 4 (z — ) »

o) Re® —(z—x) W(xo + Re™) df

et comme (g + Re™™) = —ip(xo + Re®), on a aussi

9(z) = —g(2).

Il s’ensuit que

Rg(x) =0
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pour tout z € |—R, R[. Considérons maintenant la fonction
f—ig
sur D(T,R) +- Vu ce qui précede, il est clair que
S(f(z) —ig(2)) = 0

si z — (o € C(xg, R)4 ousi z — xp € |—R, R| tout en restant dans D(zg, R);. En
utilisant le principe du maximum, on voit donc que

f(z) —ig(2)

est réel et donc constant sur D(zg, R),.. Comme ig est symétrique par rapport a R
sur D(zg, R), on en tire que

f(z) —ig(2)
est constant sur D(zg, R)\|—R, R[. Il s’ensuit que f admet une extension holomorphe
a un voisinage de chaque point xg € )y et cela suffit pour conclure. O]

2.4 Application au prolongement des fonctions holomorphes

Définition 2.4.1. Un arc I' de C est analytique s’il posséde un paramétrage
v:la,b] = C
analytique sur ]a, b|.

Proposition 2.4.2. Soit I' un arc analytique de C et soit zy un point de T"\ OT.
Alors zy posséde un voisinage ouvert V' tel que V' \ I' a deux composantes connexes
V. et V_ pour lesquelles toute fonction holomorphe f sur V. telle que

lim Rf(z) =0 (resp. h_I)n Sf(z) =0)

o
zeVy zeVi

pour tout (5 € I' NV admet un prolongement holomorphe a V' tout entier.

Démonstration. Soit ty € |a,b[ tel que v(ty) = zp. Comme 7 est analytique sur
Ja,b], il existe une fonction h holomorphe sur un ouvert de C contenant |a,b[ qui
coincide avec 7y sur cet intervalle. Puisque +/(tg) # 0, la fonction h établit une
bijection biholomorphe entre un voisinage ouvert U de t3 et un voisinage ouvert
V de zp. Quitte a restreindre U et V, on peut supposer que U = D(tg,e), que
UNR Cla,b[ et que VNT = h(UNR). La conclusion résulte alors de 1'application
de la Proposition 2.3.1 a la fonction i(f o h) (resp. (f o h)). O



3 Représentations Conformes

3.1 Définition et relations avec 1’analyse complexe

Définition 3.1.1. Soient I'y, I's deux arcs orientés de C passant par P et soient 77,
Ty les vecteurs tangents unitaires & I'y et I's en P. On définit ’angle orienté de I'y
et I's; en P comme étant ’angle orienté formé par les vecteurs 7 et 7.

Soient U, V' des ouverts de C et soit ¢ : U — V un difféomorphisme de classe C
(i.e. une bijection de classe C; dont la bijection réciproque est aussi de classe Cf).
On dit que ¢ est une représentation conforme (directe) de U sur V si pour chaque
P € U et chaque couple (I',I'y) d’arcs orientés de U se croisant en P, ’angle orienté
entre (I'1) et ©(I'y) en p(P) est égal a I'angle orienté entre I'; et I'y en P.

Proposition 3.1.2. Soit U un ouvert de C et soit ¢ une fonction complexe définie
sur U. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) ¢ : U — p(U) est une représentation conforme ;
(b) ¢ est holomorphe et injective.

Démonstration. (a) = (b). On sait déja que ¢ est injectif. Montrons que ¢ est
holomorphe. Soit z € U et soit ¢ < d(z,C \ U). Comme les arcs orientés I'y, I'
paramétrés par

M) =2+t t € [—¢,¢]
Ya(t) =z + it t €[—¢,¢]

sont inclus dans U et que I'angle orienté entre ', I'y est de mesure égale & 7/2, il
en est de méme pour ’angle orienté entre

POn) = SE0n0), Plalt)) = S (ul0)

en t = 0. Ainsi,
dp, . Oy
a—y(z) = pi——(2)

pour un p > 0. Soit I's 'arc orienté paramétré par
vs(t) = z + te' te—¢,¢]
pour 6 fixé¢ dans |0, 7/2[. On a

0

e(ns(t) = a—i(%(t)) cos § + 2—5(73@)) sin 0.
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L’angle orienté entre I'y et I's étant de mesure 6, il en est de méme de ’angle orienté
entre les vecteurs
Oy

et ——(2) cost + 8—90(2) sin 6.

d¢
9 ) ox y

Ox

Il existe donc v > 0 tel que

0 0 00
a—i(z) cosf + 8—;0(2) sinf = Vezea—f:(z)
On en tire que
0 0
(cos @ + ipsin 9)0_5(2) = v(cosf + isin 0)8—;0(2)
. . . Oy , .
Puisque le jacobien de ¢ en z est non nul, on a e # 0. Il s’ensuit que
x
cosf = wvcosh
psind = vsinf
et par conséquent que
nw=v=1.
En particulier,
0 1 /0 0
Op _1 (0 00} _,
0z 2\ 0x dy

sur U et ¢ est holomorphe.

(b) = (a). Comme ¢ est holomorphe et injective, le Corollaire 1.4.2 montre que
V = p(U) est un ouvert de C et que ¢! : V — U est holomorphe. Il s’ensuit que
@ : U — V est un difféomorphisme de classe C',. Soient I';, I'y deux arcs orientés de
U passant par z et soient v, (t) (t € I1) et y(t) (t € 1) des paramétrages orientés
de I'1 et I's. Soient t1 € I; et ty € I, tels que

() = 2 = 7(t2).

Si 6 est la mesure de I'angle orienté entre I'y et I'; en 2, on a
Yo(tz) = pey ()

avec 1 > 0. Les arcs ¢(I'), ¢(I'y) sont paramétrés par

pn(t) (teh) et o(nd) (teclb)
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et on a

(MmO E) (teh)

() 1
"= (n®)n) (el

(pl
p(12(t) = ¢’

L’angle orienté entre les arcs ¢(I'1) et p(I'2) en p(2) est donc I'angle orienté entre
les vecteurs

G2)mt) et @(2)n(ta).
Comme
() (t) = e ()1 (),
la mesure de cet angle est égale a . La conclusion en résulte. O

Corollaire 3.1.3. Soit ¢ : U — V une représentation conforme. Alors u est har-
monique sur V' si et seulement si u o ¢ est harmonique sur U.

Démonstration. Supposons u harmonique sur V et z € U. On sait qu’il existe un
voisinage W de ¢(z) dans V' et une fonction holomorphe f sur W telle que u = Rf
sur W. Il s’ensuit que

uo=R(fop)
sur o~ H(W). Comme f o ¢ est holomorphe sur =1 (W), on voit que

wop
est harmonique au voisinage de z. La conclusion en résulte. O]

Remarque 3.1.4. Le résultat précédent est a la base d’'une méthode de résolution
de différents problémes de physique mathématique.

Proposition 3.1.5. Soit f = u + iv (u, v réels) une représentation conforme de U
sur V. Alors pour tous «, 3 € R, les ensembles

Cr ={(z,y) € U :u(z,y) = a}

02 - {(I‘,y) eU: U(ZL’,y) :6}

sont des unions disjointes d’arcs sans bord de C. De plus, si un arc inclus dans C
rencontre un arc inclus dans Cy en z € U, alors ces arcs sont orthogonaux en ce
point.
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Démonstration. On sait que f~! : V — U est une représentation conforme. Or,
Ji={t € R: (a,t) € V} est une union disjointe d’intervalles ouverts de R et

Cl = {f_l(Oé,t) 1t e Jl}

De méme, J, = {t € R: (¢,3) € V'} est une union disjointe d’intervalles ouverts de
R et

CQ = {fﬁl(t,ﬂ) 1t e JQ}

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que les arcs paramétrés par t — (a, f+1)
et t — (a+t, ) pour t € [—¢,¢] sont orthogonaux en (a, 3). ]

3.2 Exemples élémentaires
3.2.1 Représentations conformes affines

Soient a € Cy et b € C. Considérons la fonction affine
f(z) =az+0.

Clairement, f est une représentation conforme de C sur C d’inverse donné par

0

Notons que si a = re® avec r > 0 et § € |—n, 7|, alors f est la composée de la

rotation d’angle 6

z ez,

de 'homothétie de rapport r et de centre 0
2Tz
et de la translation
z+— z+b.
Cette décomposition permet de visualiser facilement I'image de tout ouvert U de C
par f.
3.2.2 Représentations conformes associées a exp(z) et In(z)

Considérons la fonction f(z) = e* et posons Q@ = R X |0y — 7,0y + 7| ou Oy est
un réel fixé. Comme
e = e
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si z=ua+iy (z, y € R), on voit aisément que
f(Q) = C\]—o0,0] ™
et que si on a
fz)=w

pour z € (2, alors
z = iy + In(we ) = Ingy, (w).

Il s’ensuit que f est une représentation conforme de 2 sur f(€2) dont 'inverse est

lngo.
R s
lhr&
ffffffff g LRS- s & L
/"1\90'17
Bo e
,,,,,,,, S R T
B
78

En particulier, f : U — f(U) est une représentation conforme de
U=Rx0y— a0+ af (<)

sur I’angle ouvert plein
f(U) =10, 400 elfo—abotal,

A
By ol
L T T TR R W TR W
\‘ \\ \\'Q\\R\ \\\\ LA REN \"\\ \
\ T I N S (. T, R
\ \ N { N\ NN ‘ NN TR T T
O OOORAR SR R
;—L w

3.2.3 Représentations conformes associées z* pour a > 0

Soit f(z) = 2% avec a > 0 et soit 0 < a < inf(7, 7/a). Posons

U={z€eC:—-a<Argz<a}
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et
V={weC: —aa < Argw < aa}.

Alors, on vérifie aisément que

FiU—V

est une représentation conforme d’inverse donné par

FH(w) = w'.

3.2.4 Représentations conformes associées a 1/z

Soit f(z) = 1/z. Clairement, f(z) est holomorphe sur Cy et définit une repré-
sentation conforme de Cgy sur Cy dont I'inverse est défini par

(a) Posons
U={z:{a,z) <0} (a #0).
Alors,
fU) =A{w: (@, w) <0}

En effet, si w = 1/z, on a

(@, w) = %(al) _ R(az) _ (a,2),

T

d’ou la conclusion.
(b) Posons
U={z:(a,2) <a} (a#0, a>0).

Alors, f(U) est le complémentaire du disque fermé de centre a/(2«) passant par 0.
En effet, si z # 0 et si w =1/z, on a
(a,2) < a < R(az) < a
& Rlaw) < alw]?

& |w* - %(gw) > 0

d’ou la conclusion.
(c) Posons
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Alors, f(U) est le disque ouvert de centre a/(2«) passant par 0. Il suffit de procéder
comme ci-dessus en notant que la division d’une inégalité par a < 0 renverse cette
inégalité.

(d) Soit D un disque ouvert dont le bord ne passe pas par 0. Alors, en procédant
comme ci-dessus, on montre que f(D) est un disque ouvert si D Z 0 et que f(D\{0})
est le complémentaire d'un disque fermé si D > 0.

3.2.5 Représentations conformes homographiques

Soit b
az
1) = cz+d

avec ad—bc # 0. Sic = 0, f est affine et a déja été étudiée. Si ¢ # 0, f est holomorphe
sur U = C\ {—d/c} et posséde un pole simple en —d/c. On a f(U) =V avec

V =C\{a/c}.

En effet, si z € U, on a

+0b
w= "= S cwz+wd=az+b<s (cw—a)z=b—wd.
cz+d
Si w = a/c, il s'ensuit que b = wd, ce qui contredit ’hypothése ad — be # 0. 11
s’ensuit que f(U) C V. Siw € V, on voit par les mémes arguments que

_b—wd

Z =

ceU

cw—a
et que f(z) = w. Par conséquent,

f:U—-V
est une représentation conforme. Comme

Ylez4d)+b— 4 g+bc—ad 1

Z) = = s
/() cz+d c 2 oz %
la représentation f est la composée de
d
Zrz4 =
c
1
Z - —
z
a bc—ad
Zr =+ 5%
c c

En utilisant les propriétés des représentations conformes affines et de la représenta-
tion conforme associée a 1/z, on trouve aisément 'image par f d’un sous-ouvert 2
de U.
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3.3 Singularités isolées des représentations conformes

Lemme 3.3.1. Soit f une application continue et relativement ouverte d’un espace
topologique séparé X dans un espace topologique Y . Supposons que la f admette une
restriction injective a un ouvert dense U de X. Alors f induit un homéomorphisme
entre X et f(X).

Démonstration. Quitte a remplacer Y par f(X), on peut supposer que f est sur-
jective et ouverte. Dans ce cas, il suffit de démontrer que f est injective. Si ce n’est
pas vrai, il existe des points distincts z; et x5 de X tels que f(x1) = f(z2).

Comme f est injectif sur U, il est clair que les points x; et x5 ne peuvent étre
tous deux dans U. Soient V] et V5, des voisinages ouverts disjoints de x; et x5 dans
X. Comme l'application f est ouverte, il est clair que

Vinfi(f(12)

est un voisinage de z; dans X et comme U est dense dans X, ce voisinage doit
rencontrer U. Il existe donc 2} € Vi NU et 24, € V3 tels que f(z]) = f(z5).

Cela montre que I'on peut toujours supposer que x; € U. Dans ce cas, on peut
aussi supposer que V; C U. Comme

Van f7H(f()

est alors un voisinage de x5 dans X et que U est dense dans X, il existe donc
ay € VonU et 2 € Vi tels que f(2f) = f(z3). Comme f est injectif sur U, cela
entraine que z] = x§ en contradiction avec le fait que V] et V5 sont disjoints. O]

Proposition 3.3.2. Soit €2 un ouvert de C et soit zy un point de §2. Supposons que
f soit une fonction holomorphe et injective sur Q\ {zo} et que zq soit une singularité
effacable de f. Alors f admet une extension holomorphe injective a §) tout entier.

Démonstration. Notons h I'extension holomorphe de f & §2 tout entier. Puisque la
fonction h est injective sur Q2 \ {20}, elle ne peut étre constante sur aucune com-
posante connexe de (). Le Corrolaire 1.4.2 montre alors que h : 2 — C est une
application ouverte. Comme 2\ {z} est dense dans €2, la conclusion résulte alors
directement du lemme précédent. O

Proposition 3.3.3. Soit ) un ouvert de C et soit zy un point de §). Supposons que
f soit une fonction holomorphe et injective sur Q\ {z} et que zy soit une singularité
non effacable de f. Alors zy est un poéle simple de f.
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Démonstration. Soit € > 0 tel que D(zp,e) C Q2. Comme f est injectif sur 2\ {20},
il est clair que
f(D(z0,€) \ {z0}) N f(Q\ D(z20,¢)) =0

et que f(Q\ D(zp,¢)) est un ouvert de C. Il en résulte que f(D(zo,¢) \ {20}) ne
peut étre dense dans C et que zp ne peut donc étre une singularité essentielle de
f. Vu nos hypotheése, 2y est donc un pole d’ordre p € Ny de f. Cela étant, quitte a
diminuer &, nous pouvons supposer que f ne s’annule pas sur D(zg,¢) \ {20}. Dans
ce cas, la fonction 1/f est holomorphe et injective sur D(zg,€) \ {20} et 2z en est
une singularité effagable. Désignons par g ’extension holomorphe de cette fonction
a D(zp,€). Vu ce qui précéde, il est clair que g est injective et que 2 est un zéro de
multiplicité p de g. On en tire que p = 1 et la conclusion en découle. O

Proposition 3.3.4. Soit €2 un ouvert de C et soit S un sous-ensemble discret non
vide de €. Supposons que f soit une fonction holomorphe et injective sur 2\ S et
que les points de S soient des singularités non effacable de f. Alors S = {2} et z
est un poéle simple de f.

Démonstration. La proposition précédente montre déja que les éléments de S sont
des poles simples de f. Soit Z I’ensemble des zéros de f. Vu nos hypothéses, Z
est un sous-ensemble discret de €2, la fonction 1/f est holomorphe et injective sur
Q\ (ZUS) et les points de S en sont des singularités effagables. En utilisant la
Proposition 3.3.2 on voit de plus que I'extension holomorphe de f a 2\ Z est injective.
Comme cette extension s’annule de plus en tous les points de S, on obtient aisément
la conclusion. O]

3.4 Représentations conformes du plan et du plan épointé

Proposition 3.4.1. Toute représentation conforme f de C sur un ouvert V est de
la forme

f(z) =alz —a)
avec a € Cy, a € C et on a donc V = C.
Démonstration. Soit f une fonction holomorphe et injective sur C. La formule de

Taylor montre f admet un développement de la forme

+oo

&)= 3 ane

m=0

sur C tout entier. Comme la fonction

+00
2z f(1/z2) = Zamz’m
m=0
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est aussi holomorphe et injective sur Cy, la Proposition 3.3.3 montre que a,, = 0 si
m > 1. La conclusion en résulte aisément O]

Proposition 3.4.2. Toute représentation conforme f de C\ {b} sur un ouvert V
de C est de la forme

f(z)=a(z—a) ou f(z) =« ou f(z) =«

z—>b
avec a € Cy, a € C.

Démonstration. Par translation, on peut bien siir se ramener au cas ott b = 0. Dans
ce cas, on sait par la formule de Laurent que f(z) peut s’écrire sous la forme

“+o00

flz) = Z A 2"

m=—0o0

sur Cy. Vu la Proposition 3.3.3, on sait aussi que 0 est une singularité effacable
ou un pole simple de f. Dans le premier cas, la Proposition 3.3.2 combiné a la
Proposition 3.4.1 montre que f est du premier type considéré dans I’énoncé. Plagons
nous dans le second cas. On a alors a,, = 0 pour tout m < —1 et a_; # 0. Comme
la fonction

9(z)=fAfz) = ) amz™

m=—0oQ
est aussi holomorphe et injective sur Cy, on voit, en procédant comme ci-dessus, que
a,, = 0 pour tout m > 1. Il s’ensuit que

f(z)=a_1z7 4 ag+arz

et que
fl(z)=—a_1z2 % +a

sur Cy. On doit donc avoir a; = 0, car sinon f’ posséderait donc deux zéros dans
Cp en contradiction avec l'injectivité de f. Il s’ensuit que f est bien de la forme
annonceée. 0

3.5 Représentations conformes du disque unité sur lui-méme
Rappelons que D = D(0, 1) désigne le disque de centre 0 et de rayon 1 de C.

Définition 3.5.1. Pour tout a € D, nous noterons ¢, ’homographie

zZ—a
Z —

1—az



3 REPRESENTATIONS CONFORMES 11

Proposition 3.5.2. Pour tout a € D, ¢, induit une représentation conforme de D
sur D dont l'inverse est induit par ¢_,. De plus :

—_ 1 .
1 —|al?’

(ii) @a(0) = —a, ¢,(0) = 1 —[a*.

Démonstration. Comme a € D, 1/a ¢ D et ¢, est holomorphe sur D. De plus, si
z€ D,on a

() wa(a) =0, ¢, (a)

pul2)] = 12

1 —az|

Donc, pur z € D,
lpa2)| <1l lz—al<|l—-az| & (z—a)(z—a) < (1 —az)(l —az)
et cette derniére égalité est satisfaite puisqu’elle est équivalente a
(1= lal)(1 = [2*) > 0.
Il s’ensuit que ¢, (D) C D. Comme un calcul direct permet de vérifier que
a0, =1d

sur D, on voit que ¢, : D — D et ¢p_, : D — D sont des représentations conformes

inverses I'une de l'autre. Il est clair que ¢, (a) = 0 et ¢,(0) = —a. Comme
l-az)+(z—a)a  1—lal?
P R G
(1 —az) (1 —az)
on voit que 'on a aussi
@)=
Pa - 1 — |CL‘2
et que
0, (0) =1~ af”.

]

Lemme 3.5.3 (Schwarz). Soit f : D — D une application holomorphe telle que
f(0) =0 et soit zg € D\ {0}. Alors, on a

@) [F0)] <1;
(i) [ f(z0)| < [20]-
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De plus, (i) (resp. (ii)) devient une égalité si et seulement si f est une rotation de
centre 0.

Démonstration. Comme f(0) = 0, la fonction

@;D\{o}_mc

posséde une unique extension holomorphe g(z) a D. Pour tout R < 1, le principe
du maximum du module montre que

1
sup [g(z)| = sup Ig(Z)ISE-
z2€D(0,R) z€C(0,R)

On en tire que
9(z)| <1/R
pour tout z € D(0, R). En faisant tendre R vers 1 par valeurs inférieures on voit en
fait que
9(z)] <1

pour tout z € D. Comme

f<5> size D\ {0}
9) = i £ — F(0) siz=0

z—0 2z
#

on en déduit aussitot que |f(zo0)| < |z0] et que |f'(0)] < 1. Ainsi (i) et (ii) sont
établis.

Supposons a présent que (i) ou (ii) soit une égalité. Vu ce qui préceéde la fonction
|g| atteint alors sa valeur maximum 1 en un point de D et le principe du maximum
du module entraine que g(z) est constant sur D. Il s’ensuit que

f(z) = cz
avec ¢ € C tel que |c| = 1. La conclusion en résulte. O

Corollaire 3.5.4. Les seules représentations conformes de D sur D laissant 'origine
fixe sont les rotations de centre 0.

Démonstration. Soit f : D — D une représentation conforme telle que f(0) = 0.
Vu le lemme précédent, on a

IF(2)] <2
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pour tout z € D. Pour la méme raison on a aussi

[f ()] < |zl

pour tout z € D. Il s’ensuit que

[f(2)] = 2]

sur D et le lemme précédent montre que

f(z) = ez
avec ¢ € C tel que |c| = 1. La conclusion en résulte. O

Proposition 3.5.5. Soit f : D — D une représentation conforme. Posons a =

f710) et 8 = arg f'(a). Alors

f(2) = ¢pa(2)
pour tout z € D.

Démonstration. Posons
g=e"fop.
Par construction, g est une représentation conforme de D sur D pour laquelle on a
g(0) =0 et
/ _ =10 / _ -0 gl 2
9'(0) = e " f'(a)/p(a) = e f(a)(1 —[a]") >0
Vu 3.5.4 on a donc
9(z) =z

sur D d’ou la conclusion. O

Corollaire 3.5.6. Pour tous zy, wy € D et tout 0y € |—m, |, il existe une et une
seule représentation conforme f : D — D telle que

f(Zo) = Wo

et pour laquelle arg f'(zy) = 6. Cette représentation conforme est donnée par

F(2) = 0oy (€705 (2)).
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Démonstration. Soit f une représentation conforme ayant les propriétés considérées.
Posons

9= Pus 0 J-
On a alors g(zp) =0 et
1

1 — |wo|?

9/(20) = 90;;0 (wo)f/(zo) = f/(20>~

Il s’ensuit que arg ¢'(zo) = arg f'(z0) = 6y et la proposition précédente montre que

10o

g =€ "Qq.

En particulier
F(2) = g (€2 (2))

pour tout z € D. La réciproque est immeédiate. O

Proposition 3.5.7. Soit f : D — D une application holomorphe et soit zy € D.
1 - |f(Zo)|2,
1—zf*

I'égalité ayant lieu si et seulement si f est une représentation conforme.

Alors on a

' (20)] <

Démonstration. Posons wy = f(zg) et
9(2) = puy 0 f oz,

Par construction, g est une application holomorphe de D dans D et g(0) = 0. Le
lemme 3.5.3 montre donc que

|¢;O<wo>||f'<20>|m — /) < 1.
Ainsi , | |2
, — |w
|f'(z0)] < T |z§|2 (*)

De plus le méme lemme montre que (*) est en fait une égalité si et seulement si
g(z) = cz avec ¢ € C et |c| = 1. Vu le Corollaire 3.5.4, cette condition est satisfaite
si et seulement si g est une bijection. Ainsi (*) est une égalité si et seulement si f
est une représentation conforme. O
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3.6 Théoréme de Riemann-Koebe

Notre but dans cette section est de déterminer les ouverts de C qui admettent une
représentation conforme sur le disque unité. Vu la Proposition 3.4.1, nous savons déja
qu’un tel ouvert doit étre propre et comme un tel ouvert est de plus homéomorphe
a D, il doit aussi étre simplement connexe. En fait, nous allons voir que ces deux
conditions nécessaires sont aussi suffisantes.

Etablissons tout d’abord un résultat auxiliaire important.

Théoréme 3.6.1 (Montel). Soit Q2 un ouvert de C et soit F un borné de O(f2) (i.
e. une partie de O(2) telle que

supsup |f(2)] < +o0

z€K feF
pour tout compact K de (). Alors de toute suite de F on peut extraire une sous-suite
qui converge dans O(2).

Démonstration. L’hypothése entraine que F est simplement bornée sur €2. De plus,
il résulte de I'inégalité des accroissements finis et des inégalités de Cauchy que F
est équicontinu sur 2. Vu le Théoréme A.1.4, on en tire que de toute suite de F on
peut extraire une sous-suite qui converge uniformément sur tout compact de €2. La
conclusion en résulte. O

Cela étant, nous pouvons passer au résultat principal de cette section :

Théoréme 3.6.2 (Riemann-Koebe). Soit ) un ouvert connexe propre de C. Sup-
posons que toute fonction f € O(Q) sans zéro dans §) posséde une racine carrée
holomorphe sur ). Alors, il existe une représentation conforme de f : ) — D.

Démonstration. Notons F I’ensemble des injections holomorphes f : 2 — D.

Montrons que F est non vide. Vu nos hypotheéses, il existe a € C\ € et pour un
tel a il existe g € O(Q) tel que ¢g*(z) = z — a. Par construction, g est injective et
g(2) N —g(Q) = 0. Comme g est non constante, g(2) et —g(£2) sont des ouverts de
C. L’ouvert 2 étant non vide on en tire qu'il existe un disque fermé D(b, R) de C
disjoint de ¢(f2). Puisque

R
z—>b

induit une représentation conforme de C\ D(b, R) sur D \ {0}, la fonction

VA

est une injection holomorphe de €2 dans D.
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Vu la définition de F, il est clair que

sup |g|] < 1.
geF

Fixons zp € . Comme F est un borné non vide de O(f2),

M = sup |g'(z0)|
geEF
est un réel strictement positif. Par définition des bornes supérieures, il existe une
suite (¢m)m>o de F telle que |gl,(20)| — M. Vu le Théoréme 3.6.1, on sait que 'on
peut extraire de (g, )m>o0 une sous-suite (g, )k>0 qui converge dans O(£2) vers une
limite f telle que |f'(z0)| = M et pour laquelle f(2) C D. Il s’ensuit que f n’est
pas constante sur et que f(2) C D. De plus, comme g, est injective pour tout
k > 0, le Corollaire 1.3.2 montre que f est injective sur €).

Montrons que f(€2) = D. Si ce n’est pas le cas il existe a € D\ f(Q). Cela
étant, p, o f ne s’annule pas sur et vu nos hypotheéses il existe F' € O(1Q2) tel que
F? = ¢, o f. De cette relation on tire que F est injective sur et que F(Q) C D.
De plus, on a

f=¢s 0SoF

ou S : D — D est la fonction 2z — 2% Posons wy = F(z) et réécrivons la relation
précédente sous la forme

f=(p" 0800 ") (pu, 0 F).

L’application ® = ¢ 10 So cp;& : D — D étant holomorphe et non injective, la
proposition 3.5.7 montre que

[2'(0)] < 1—[2(0)]* < 1.
Il s’ensuit que

' (z0)| = |2"(0)[(Luo © F)'(20)] < [(ug © F)' (20);
ce qui est absurde puisque ¢,, o [’ € F. O

La condition imposée a l'ouvert €2 dans le théoréme précédent peut paraitre
un peu curieuse. En fait, la proposition suivante montre qu’elle est équivalente a
d’autres conditions, en apparence plus fortes, mais en fait équivalentes.

Proposition 3.6.3. Soit 2 un ouvert connexe de C et considérons les conditions
suivantes :
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(a) L’ouvert €) est simplement connexe;
(b) Toute fonction holomorphe sur §) posséde une primitive holomorphe sur ) ;

(c) Toute fonction f € O(S2) sans zéro dans §2 posséde un logarithme holomorphe
sur €);

(d) Toute fonction f € O(Q2) sans zéro dans ) posséde une racine carrée holo-
morphe sur ).

Alors, (a) = (b) = (¢) == (d). De plus, si ) est non vide et différent de C,
chacune de ses conditions est équivalente a I’existence d’une représentation conforme

de Q) sur D.

Démonstration. On sait déja que (a) = (b) et il est évident que (¢) = (d).
Montrons que (b) = (c). Soit f une fonction holomorphe sur € qui ne s’annule
pas sur cet ouvert. La fonction f’/f est alors holomorphe sur 2 et il existe g € O(Q)
tel que
g=r/f
sur €2. On en tire que
(fe?) =[fe? = fe 99 =0.

Comme ) est connexe, il s’ensuit qu’il existe ¢ € C tel que
f = ced = eItine

sur ). La fonction f posséde donc bien un logarithme holomorphe sur €.
Pour conclure, il suffit alors de remarquer que la condition (a) étant satisfaite
pour D, elle le sera aussi pour €2 s’il existe une représentation conforme de €2 sur

D. [l

Compte tenu de ce qui a été dit dans la section précédente, il est clair que la
représentation conforme dont I'existence a été établie dans le théoréme de Riemann-
Koebe n’est pas unique. On a cependant le résultat suivant :

Proposition 3.6.4. Soit wg € D et soit 0y € |—m,7|. Dans les conditions du
théoréme de Riemann-Koebe, on peut exiger que f(zo) = wy et que arg f'(zo) = 0.
Dans ce cas, la représentation conforme cherchée est unique.

Démonstration. Si fo : 2 — D est une représentation conforme alors toute repré-
sentation conforme f : 2 — D peut s’écrire f = po fyou ¢ : D — D est une
représentation conforme. La conclusion résulte donc du corollaire 3.5.6. O]
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Exemples 3.6.5. En utilisant les transformations conformes élémentaires étudiées
plus haut, on trouve aisément des représentations conformes d’un demi-plan, d’un
angle plein ou d’une bande sur D :
(a) Si

Q={zeC: Rz >0},
on peut prendre
z—1 1 2
z+1 7 z+1

p(z) =

car

(i) z+— z+ 1 transforme  en

O ={z: Rz > 1};
(ii) z +— 1/z transforme €; en
1 1
= {z:]z— 5| < 3}

(iii) z+— 1 — 2z transforme {2y en

D(0,1) ={z:|z| < 1}

(b) Si e €0, 27| et si
Q={z€C:—-a/2 <argz < a/2},

on peut prendre
2o

Zﬂ*/a +1

p(2) =

car
(i) 2 = 2™/* transforme ) en

O ={ze€C: Rz > 0};

.. z
(i) z+— transforme 2; en

Z 4+

D(0,1)={z€C:|z| < 1}.
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(c) Si

Q={ze€C:0< Rz <1},
on peut prendre . .
e | ez _ g

—1e
_Z'eiﬂ'z + 1 eiﬂz +’L

p(2) =

car

(i) z — imz transforme 2 en

G ={eC:0<Qz<7};
(ii) z +— e transforme Q; en
Q={2€C:32>0}
(iii) z +— —iz transforme Qs en

Q3 ={z€C=%Rz>0};

(iv) z+— transforme {23 en

Z+
D(0,1) ={z€C:|z| <1}

3.7 Formule de Schwarz-Christoffel pour les polygones convexes

Soit K un compact polygonal convexe dont les sommets 21, . .

de sorte que K soit bordé par la courbe orientée
C = [#1, 20] U [29, 23] U - - - U [2, 21]
et convenons de poser 2,1 = 21 et 2y = 2.

s

19

., Zp sont numeéroteés
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Notons  l'intérieur de K et «; (resp. ;) la mesure de 'angle extérieur (resp.
intérieur) en z; pour tout j € {1,...,p}. Par construction, a; € |0, 7 (resp. §; €
10, 7[) et coincide avec la mesure de I’angle orienté formé par les complexes z; — z;_4
et zj41—2; (resp. zj4+1 —2; et zj_1 —z;) pour tout j € {1,...,p}. De plus, §; = 71—«
pour tout j € {1,...,p} et on a

ar+--+a, =21 et Bi+---+0,=(p—2)m.
Comme €2 est un ouvert convexe de C, le théoréme de Riemann montre qu’il
existe une représentation conforme f de 2 sur D(0,1).

3.7.1 Comportement au bord

Proposition 3.7.1. Toute représentation conforme f de €2 sur D(0,1) s’étend en
un homéomorphisme

f: K — D(0,1).
De plus,
t= flzj+ 1tz — 7)) (€]0,1])

est un paramétrage orienté de classe Cy de I'arc sans bord joignant f(z;) a f(zj11).

Démonstration. Comme

f:Q— D(0,1)

est un homéomorphisme, il est clair que
7 (Do,1-9))

est un compact de Q pour tout € € ]0, 1[. Il existe donc n > 0 pour lequel on a
l—e<|f(z) <1

pour tout z € 2 tel que d(z,C) < n. Cela montre en particulier que

lim =1
T |£(2)
z€QN

pour tout (; € C. Il résulte alors directement du Lemme 3.7.2 ci-dessous que f
admet une extension continue & K \ {z1,..., 2, }.
Pour tout j € {1,...,p}, posons §; = arg(z;41 — 2;) et

0i(Z) = 2+ 2

Fixons j € {1,...,p}.
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Par construction, ¢; établit une représentation conforme entre le demi-plan ou-
vert

H={e€C:3z>0}
et I'angle ouvert A; associé au sommet z;. De plus, cette représentation conforme
s’étend en un homéomorphisme entre H et A_J En appliquant le Lemme 3.7.2 ci-
dessous a la restriction de f o ¢; & un demi-disque centré a l'origine et de rayon
suffisamment petit, on voit alors que

lim  f(2)

2€K\{21,..,2p}
existe et est finie.

Comme le raisonnement ci-dessus fonctionne pour tous les j € {1,...,p}, on en
tire que f admet une extension continue a K.

En exploitant complétement le lemme 3.7.2, on voit méme que cette extension,
que nous noterons encore f, est une application ouverte de K dans D(0, 1) qui envoie
C dans C(0,1). Il résulte alors du Lemme 3.3.1 que f est injective sur K.

Une derniére application du Lemme 3.7.2 montre que

b flz+tzm— ) (E€]01]

est un paramétrage orienté de classe C; de I'arc sans bord joignant f(z;) a f(zj11).
Il en résulte qu’il existe des réels 11 < --- <, < Ypq1 tels que Y —Y; < 2
et pour lesquels

flz)=e¥ et flzy,2zm]) = {19 € iy, ¥yl}
pour tout j € {1,...,p}. Comme les arcs sans bord

f(]zl,ZQ[)v s 7f<]ZP7ZP+1D
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sont deux & deux disjoints, on a ¢, —; < 27. Comme on a aussi 2,41 = 21, il est
alors clair que ¥,1 = 11 + 27 et que f(C) = C(0,1). Comme f(Q) = D(0,1), cela

montre que

f: K — D(0,1)
est surjective. La conclusion résulte alors de la compacité de K. O]

Lemme 3.7.2. Soit f : D(zo, R); — D(0,1) \ {0} une injection holomorphe telle
que

[f() =1

siz— x € lrg— R,xg + R[ dans D(xo, R),. Alors f admet une et une seule exten-
sion holomorphe F a D(xq, R) telle que

F(z) =

F(z)

pour tout z € D(zy, R). Cette extension est injective et on a

F(D(zo,R)_) C C\ D(0,1) et  F(lag— R,x0+ R[) C C(0,1)

ce qui entraine en particulier que

F D((Eo, R)+ U ].’L’o - R7 To + R[ — D(O, 1)

est ouverte. De plus, pour tout x € |zqg — R,xo+ R[, f'(x) est un vecteur tangent
orienté trigonométriquement de C(0,1) en f(x).

Démonstration. Comme D(xo, R); est convexe et comme f ne s’annule pas sur
D(zg, R)4, il existe une fonction holomorphe g sur D(z¢, R) telle que

f=e".
Pour un tel g, on a
[fl=e"
et nos hypothéses entrainent que
Sg >0
sur D(xo, R) et que
Sg(z) = 0

siz — x € Jrg — R,xy + R[. La version forte du principe de symétrie de Schwarz
montre alors que g admet une unique extension holomorphe G' & D(xg, R) qui soit
symétrique par rapport a R. Posons

F(Z) — eiG(z)
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pour tout z € D(zp, R). Par construction, F' est une extension holomorphe de f a
D(z, R) et on a

F(z) = 9% = eiC® —

F(z)
pour tout z € D(z, R) et c’est bien str la seule extension holomorphe de f a
D(zo, R) a jouir de cette propriété. Il résulte de cette relation que F(z) € C'(0,1) si
x € lxg— R,xo + R[, que F(z) € C\ D(0,1) si z € D(xo, R)_ et que F est injective
sur D(zo, R)_.
Comme l'application F': D(z, R) — C est holomorphe et non constante, elle est
aussi continue et ouverte et ce qui précéde montre que ’application

F: D(xy,R)+ UD(zo,R)- — C

injective. Il résulte alors du Lemme 3.3.1 que F injective sur D(zg, R) ; ce qui entraine
que F’ ne s’annule pas sur D(zg, R).
Vu I'équation de Cauchy-Riemann, on a

ORG 093G
or Oy

sur D(zg, R). Comme on a SG > 0 sur D(xg, R)+ et Sg =0 sur Jxg — R, z0+ R], il
est clair que

, ORG 9SG
G =g =y =

0
sur |xg — R, xo + R[. Il s’ensuit que
F'(z) = ¢9@iG' () = iF(2)G' (z)
six € |rg — R, z9+ R[; d’ou la conclusion. O
3.7.2 Formule d’inversion
Proposition 3.7.3. Soit f une représentation conforme de 2 sur D(0,1), soit

g:D(0,1) = Q

sa représentation réciproque. Etendons f et g continiiment a Q et D(0,1) et posons
w; = f(z;) pour tout j € {1,...,p}. Pour chaque j € {1,...,p}, choisissons y; €
|—m, w] de sorte que la demi-droite

{w; + X" X < 0}
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ne rencontre pas D(0,1). Alors, il existe C' € C tel que

C
/
g (U)) - ap/m ap /T
(w— wl)w/ e (w = wp)%f/
pour tout w € D(0,1) et on a
dw
ow) =90 +C | e o
o] (w—wi)y" - (w = wp)y,

pour tout w € D(0,1).

Démonstration. Conservons les notations introduites dans la preuve de la Proposi-
tion 3.7.1.

Dans cette preuve, nous avons vu que f admet un prolongement injectif & un
voisinage de chaque point de C'\{z1, ..., 2, }. Il s’ensuit que g admet un prolongement
holomorphe au voisinage de chaque point de C(0,1) \ {wy, ..., wy}.

Fixons j € {1,...,p}.

Nous savons qu'il existe R; > 0 tel que ¢;(D(0, R;)+) C 2 et pour lequel f o ;
admet une extension holomorphe injective F; a D(0, R;) telle que F;(D(0, R;)_) C
C\ D(0,1). Posons V; = F;(D(0, R;)) et notons G; : V; — D(0, R;) la réciproque
de F; : D(0, R;) — V;. Par construction, V; est un voisinage ouvert de w; et V; N
D(0,1) = F(D(0, Ry).).

Fixons w € V;ND(0, 1) et posons Z = G,;(w) et z = ¢;(Z). Alors, Z € D(0, R;),
2=z + %75/ Qet f(2) =w. Il sensuit que

g(w) = z; + %G, (w)%/™.

Puisque G; est holomorphe sur Vj, que Gj(w;) = 0 et que G’(w;) # 0, il existe H;
holomorphe sur V; tel que H;(w;) # 0 et pour lequel

Gj(w) = (w —w;) Hj(w).

Posons k; = arg H;(w;). Quitte & diminuer R;, nous pouvons supposer que
Hj(w) € C\ ]—00,0]e” pour tout w € V;. Dans ce cas, I-Ij(w)gﬁ/7r est holomorphe

sur Vj et il existe k; € Z tel que
Gj(w)ﬁj/ﬂ = (w— wj)%/ﬂHj(w)%/nemkj,gj

sur V; N D(0,1). En particulier, il existe g; holomorphe sur Vj, tel que g;(w;) # 0 et
pour lequel

g(w) = zj + (w — w;)3 /" g;(w)
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sur V; N D(0,1). Cela entraine que

g'(w) = (8;/m)(w — wy) 7™ g5 (w) + (w — w;)}1/" g (w)
= (w —wy) %™ [(8;/m)g;(w) + (w — w;)gj(w)]
sur V; N D(0,1) et que
(w —w;)5/"g (w)

admet une extension holomorphe a V; qui ne s’annule pas en w;. Comme j peut étre

fixé arbitrairement dans {1,...,p}, ce qui précéde montre que
(w = wy)3 /™ (w = wy) 2/ g (w)

admet une extension holomorphe h & un voisinage V' de D(0, 1) qui ne s’annule en
aucun point de ce voisinage.

Quitte a restreindre V', on peut supposer que V' = D(0,r) avec r > 1. Dans ce
cas, il existe [ holomorphe sur V et tel que

h=¢.

Nous allons montrer que ! est constant sur C(0,1). Cela entrainera que [ est
constant sur V. Il en sera donc de méme de h et nous aurons établi qu’il existe

C € C tel que
C

(w = w)527 - (w = w,)3"

et la conclusion découlera de la continuité de g et de 'intégrabilité de

C

(w — wy)S ™ (w — wy) 2

g'(w) =

w —

sur les segments de la forme [0, w] avec w € D(0,1).
Fixons j € {1,...,p}. On sait que

Y e (¥ € ¥, 0541])

est un paramétrage orienté de l'arc sans bord allant de w; a wj;;. Fixons k €
{1,...,p}. Comme

P+ ¢ — wk

eV —wp = eV — ek =2 2isin

il existe une constante cj; telle que

arg, (" —wy) = ) + cjk
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sur |1, 1,41[. Comme

i gle”) (¥ €y ipl)

est un paramétrage orienté de classe C; du segment sans bord |z;, zj+1[, il est clair
que
['(e)ie™] [ [2j41 = 2]

est strictement positif si ¢ € |¢;,1¥;41[. Il s’ensuit que
g (e?) = Ae'lli=v=3)
si ¢ € |1y, j11[. Alnsi, il existe g > 0 tel que

(€% —w)3/™ (€ — w,)3w/mg () = peller /T en ran /(e 0]
P

si ) € ]¢j,¢j+1[. Comme
Ozl—l—---—l—Ozp=27T

il s’ensuit que la fonction 31 est constante sur 'arc sans bord allant de w; & wj;.
Puisque j peut étre choisi arbitrairement dans {1,...,p} et que 31 est continue
sur V, il est lors clair que 31 est constant sur C'(0, 1). O

3.7.3 Passage au demi-plan de Poincaré

Soit H = {z € C: 3z > 0} le demi-plan de Poincaré.
Considérons une représentation conforme

Q: D(O, 1) — H
et notons
v : H — D(0,1)

la représentation réciproque. Il existe alors a,b € C(0,1),c € H et d € C\ H tels
que ad = bc et pour lesquels on a

w—a w—c

—— ot Yw) =0—

w—d

p(w) =d

pour tout w € D(0, 1) et tout w € H. Cela étant, dans les conditions de la Proposi-
tion 3.7.3, application f = @ o f est une représentation conforme de 2 sur H dont
la réciproque est donnée par g = g o t. De plus, il résulte de ce qui précede que g
s’étend en un homéomorphisme entre H et K \ {b} et que I'on a

Cy'(w)
(¢(Q) - wl)?;ll/” - (¢(ﬂ> _ wp)’oyéz/ﬂ

(g09) (w) = g'(V(w)y'(w) =
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Supposons que b &€ {wy,...,w,} et posons w; = p(wy), ..., w, = ¢(w,). On a

P
alors

b(c — d) (Q - Qj)

Y(w) —w; = P(w) —P(w;) =

(Mj_d) (w—d)
et
/ o b(C—d)

I en résulte qu’il existe ¢; € Z tel que

1 (w; =)™ (w—d)'™

(W(w) —w,) ™ V(= d)FlT (w—w;)elm

pour tout w € H. En tenant compte du fait que oy + -+ + , = 27, on en déduit
alors aisément que

(w) <
w) =
g (w_wl)oq/w,,, (w_wp)ap/ﬂ-
sur H pour une constante C bien choisie.
Supposons maintenant que b = w; pour un j € {1,...p} et posons w, = p(wy)
pour tout k # j dans {1,...p}. On a alors

o — o) — ) — blc—d) (w—w)
Y(w) — wp = Y(w) — P(wy) (w, —d) (w—d)

sik+#jet ( )
b(d — ¢
vl = =y gy

En procédant comme ci-dessus, on en tire qu’il existe une constante C telle que
) -

C

g,(w) - /\_ oj/m
(W =)/ (w—wy) - (w = )

sur H.
Cela étant, le résultat suivant est alors immédiat.

Proposition 3.7.4. Soit f une représentation conforme de €} sur H et soit
g:H—Q

sa représentation réciproque. Alors, il existe un point z., de la frontiére de K pour
lequel f peut étre étendu en un homéomorphisme f : K \ {zo} — H dont I’homéo-
morphisme réciproque g:H — K\ {2} est une extension continue de g aH. De
plus, si zoo & {21, , 2}, il existe une constante C' telle que

g(w) = g(0) + C / 4w

= 0] (W —w,p)o/™ o (w — w, ) /™
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sur H et si 2o = z; pour un j € {1,...,p} alors il existe une constante C telle que
dw
g(w) = ¢(0) +Q/ p———
[Ovﬂ] (w_wl)al/ﬂ'(w_wj) ...(w_wp)oép/ﬂ'
sur H.

3.8 Etude directe d’une intégrale de Schwarz-Christoffel

Solent z1 < x9 < - -+ < x, des réels et solent p, ..., u, des éléments de |0, 1] tels
que pg + -+ + p, = 2. Posons

H={zeC:32z>0}

et

1
Z) =
f( ) (Z—Z'l)”l"'(z—l'p)‘up
pour tout z € H \ {zy,... .z, }. Par construction, il est clair que f est holomorphe
sur H, continue sur H \ {x1,...,7,} et intégrable sur tout segment [z, 29] de H. De

plus, si z1, 2o, 23 sont trois points distincts de H, on vérifie aisément en combinant
le théoréme de Cauchy et les lemmes d’encoches que

/ fod=[  fod+ / £(0) dC.
[21,23] [21,22] [22,23]

Définissons F' sur H en posant

pour tout z € H. Vu ce qui précéde,

F(z) = F(2) + f(¢) d¢

[ZO 72}

si z et zy sont dans H. Pour 2, € H, cette relation montre de suite que F est une
primitive holomorphe de f sur H. Pour 2 € R\ {z1,...,z,}, elle montre que

[F(2) = F()| < |z — 20| _sup |f]
D(z0,R)NH

si z est voisin de zg. Enfin, pour zy = z; avec j € {1,...,p}, elle montre que

G (z — )
F(z) = Fla;) = /0 (t(z —x5) + a5 — @) (Hz — 25) + 35 — )17 “
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et par conséquent que
P - Pl < [ 22|
2) = F(z;)] < .
’ o [lnz (25 — 2| = |2 — 2 )™ (Hz — 23))"
|2 — x|
T (L= ) [y (g — 2] = 2 —

dt

)P

pour z voisin de x; dans H \ {z;}. Il s’ensuit que F est continu sur H.
Soient maintenant > 6, deux éléments de |0, 7[, R > 0 et 2 = Re”, 25 = Re'®.
Puisque
F(z) = F(z0) = [ ]f(C) dg
20,2

le théoréme des résidus montre que
F(z) = F(z0) = | f(C)d¢
Cr

ou Cr est arc orienté de C(0, R) joignant zy & z. Puisque

()] ~ |i|

pour z — oo dans H, il résulte du lemme des grandes encoches que pour tout £ > 0
il existe R. > 0 tel que
|F(2) = F(z0)| <€

si R > R.. Puisque F est continu sur H, il s’ensuit que pour tout € > 0 il existe R,
tel que
|F(2) = F(z0)| <€

si z est un point de module R de H et si R > R.. Il s’ensuit que

F(oo) = lim F(2)
z€H
existe et est égal a la fois a

“+oo

f(z) dz eta /0—00 f(z) dz.

0

Etudions & présent le comportement de F sur R. Si z € |z, 2,44 pour j €
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{1,...,p—1},on a

_ [ dg
F(z) — F(x;) = /xj € — e (€ — )
B z e~ ilnjrrttip)m ¢
- /xj (€ =) (§ —aj)h (wjqa — E)Ftt -+ (wp — §)

/. s
o €= o (€= 2 (et — - (p — O

J

i+t gy

Il s’ensuit que
v Fz) (2 €y, )

est un parameétrage orienté de classe Ci, du segment orienté sans bord |F(x;), F(xj41)[
et que ce segment a ' (¥ +4)T comme vecteur directeur orienté. On vérifie de méme
que

r— F(z) (x€]—o0,z1[) (resp. z — F(z) (z € |z, +00]))

sont des paramétrages de classe C', du segment ouvert
JF(o0), F(x1)[  (resp. |F(xp), F'(o0)])

et que ce segment a 1 comme vecteur directeur orienté. Il résulte alors du Lemme 3.8.1
ci-dessous que les points F'(z1), F(23), ..., F(2,), F(21) définissent une ligne polygo-
nale orientée C' qui est simple et qui borde un compact polygonal convexe K, les
angles orientés extérieurs correspondants étant de mesures respectives

H1T0, U2 o ooy UpTT.

NG RN v

N\ ™ NN
N\ K\: i )
N\ " i \
N N\ Q
i e —
O\

7 ,} i ;

Fixons wy € C\ C. Comme wy # F(00), il existe R > 0 tel que F~1(C\ {wg}) D
H\ D(0,R). Comme wy € F(R), F71(C\ {wp}) est aussi un voisinage ouvert de R
dans H et il existe donc 7 > 0 tel que

F7H(C\{wo}) D [-R, R] +1[0,7].



3 REPRESENTATIONS CONFORMES 31

Cela étant, il est clair que
F7H(C\ {wo}) D C\ (D(0, R)+ + in)

et par conséquent que
F~Ywy) € D(0, R){ + in.

Il s’ensuit que F~!(wy) est fini et le principe de I'argument montre que

1 F’
#F(wo) = — / —(Z) dz.
2im Jowom ) F(2) = wo
Posons z,1 = x; et choisissons 0y, ..., 0, € |—m, 7] de sorte que

wWo + ]_0070] ewj N [F(xj>7F<xj+1)] =0

pour tout j € {1,...,p}. Alors, si R est suffisamment grand et 1 suffisamment petit
il est clair que wy+]—o0, 0] €% est disjoint de F([z;, x;41]+in) pour j € {1,...,p—1}
et de

F([z,, R] +in) U F(C(0, R)+ +1in) U F([—R, z1] +in)

pour j = p. Il s’ensuit que

1

p

2n#F~ (wo) =

(]

[al"gej(F(xjH +in) — wo) — argy (F(z; —in) — wo)]

<.
Il

v, (F(R + i) — o) — axgy, (F(z, + in) — )|

s, (P + i) — o) — angy, (F(—R +in) — )|

+ o+ 4

axgy, (F(—R + i) — w) — argy, (F(R + in) — w)|
p

= D argy (F(xj11 +1in) — wo) — argy, (F(x; + in) — wo).
7=1

En faisant tendre ) vers 0T, on en tire finalement que

1

L F(wp) = % Zafgej(F(xjH) — wp) — argy, (F(x;) — wo) = —/C dw

w—wy

2w
On a donc

1 siwy e K°

#8(wo) = {O siwge C\ K
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Cela montre que
FH)CK

et que

K° C F(H).

Comme F' est non constant sur H, on sait aussi que F(H) est un ouvert de C. Il
s’ensuit que F(H) = K° et que

F:H—K°
est une bijection holomorphe. Enfin, puisque
FiR— O\ {F(co)}
est une bijetion, on voit que I'application
F:H— K\ {F(x0)}

est également bijective.

Lemme 3.8.1. Soient 2, ..., 2, des points de C. Convenons de poser zy = %z, et
Zp+1 = 21 et de noter «; la mesure de I'angle orienté entre z; — z;_1 et zj;1 — 2; pour
tout j € {1,...,p}. Supposons que «; € |0, 7| pour tout j € {1,...,p} et que

al+...+ap:27r_

Alors la ligne polygonale zi, ..., z, est simple et borde un compact polygonal
convexe.
Démonstration. 1l suffit de montrer que les points 2y, ..., 2,_1 sont tous dans le

demi-plan ouvert situé a la gauche de la droite orientée z,z; puisque l'on obtient
alors le résultat en permutant cycliquement les points donnés.

Quitte a appliquer une rotation et une translation aux points donnés, on peut
bien stir supposer que z, et z; sont réels. Dans ce cas, si J est le plus grand j €
{1,...,p} tels que a; + - - + o <, il est clair que

%Zj+1 > %Zj

pour les j € {1,...,J} et que
%Zj—f—l S %Zj

pour les j € {J +1,...,p—1}. On en tire que V2 > 0, ..., Jz,_; > 0 et la
conclusion en découle. O
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3.9 Application a l’inversion d’une intégrale elliptique

Fixons k£ € ]0,1]. Dans son étude des intégrales elliptiques (voir 7?), A. M.
Legendre a été amené a s’intéresser a l'intégrale

B :
E(x)_/o VA8 - e

pour z € |—1,1[. Cette intégrale est appelée intégrale elliptique de Legendre de
premiere espece et est souvent calculée au moyen de l'intégrale

® do
Fio) - | _
0 1 —k2sin“60

F(z) = F(arcsinx).

via la formule

Comme k € ]0,1[, la fonction ¢ — F(p) est en fait définie sur R tout entier. Elle
y est de plus clairement impaire strictement croissante et de classe C,. Comme la
fonction @ — sin? @ est périodique de période 7, on a aussi

Fle+m) = F(p) + F(r)
pour tout ¢ € R. On a bien sir
F(r) =2K

ou

/2 1
K = / / 40 = / a8 >0
0o V1—k2sin?20  Jo /(1 —&)(1 — k2?)
désigne l'intégrale elliptique compléte de premiére espéce de Legendre. Il s’ensuit
que
lim F(p) =+o0

p—Fo00
et que la fonction

@ — F(p)
établit un difféeomorphisme de classe C, entre R et R. Suivant Jacobi, nous appel-

lerons amplitude et noterons
u +— am(u)

le difféeomorphisme réciproque.
Par construction, il est clair que la fonction amplitude de Jacobi est impaire,
strictement croissante et de classe Cy, et que

am(u + 2K) = am(u) + 7



3 REPRESENTATIONS CONFORMES 34

pour tout u € R. On en tire aisément que
x— F(z)

établit un difféomorphisme de classe C, entre |—1, 1] et |— K, K[ dont le difféomor-
phisme réciproque est donné par la fonction sinus d’amplitude de Jacobi

u — sn(u) = sin(am(u)).

Essayons a présent d’étendre les résultats précédents au domaine complexe. Pour
cela, remarquons d’abord que, puisque

1

Ez) =~ &

I e+ D) e -1 - )"

pour tout = € |—1, 1], il résulte de I’étude de la formule de Schwarz-Christoffel qu’il
est possible d’étendre la fonction  — F(x) & H en posant

dg

1 z
I (C+1)" -1 (c- 4"

F(z) = 7

pour tout z € C tel que Sz > 0 et que cette extension sera continue sur H, ho-
lomorphe sur H et établira un homéomorphisme entre H et un rectangle fermé de

C privé d'un point de sa frontiére. Pour préciser 'image de H, il suffit de calculer
F(—-1/k), F(—1), F(1), F(1/k) et F(c0). On sait dé¢ja que F(1) = K et on a

Uk do .
F(1/k) — F(1) =i —iK

. V@ -D1-Fo)
avec K’ > 0. Il s’ensuit que F(1/k) = K 4+ iK'. De méme, on a F(—1) = —K et

et on en tire que F(—1/k) = —K +iK'. Enfin,

o0 dx
o) PO = |

et en posant £ = 1/(kx) on voit que

- / 1 de _
o VI-FE)1-¢)

F(oo) — F(1/k) =
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Il s’ensuit que
F(H) = ([-K, K] +i[0, K\ {iK"}

et que
Fo (K K] +i[0, K\ (iK'} — H
constitue une extension continue bien définie de snj_g g} qui est holomorphe sur

|—-K, K[+ )0, K'[. Dans la suite, nous noterons encore sn cette extension. Par
construction, il est clair que sn est réel sur la frontiére du rectangle

[—K, K]+ [0, K’]

privée de iK' et que
lim snw = 00.
w—i K’
we ([- K, K]+i[0, K'D\{iK"}

Etendons maintenant contintment sn a ([—K, K|+ ¢ [—K', K']) \ {£iK'} en posant

sn(w) = sn(w)

si 2z < 0. En vertu du principe de symétrie de Schwarz, il est clair que cette
extension sera holomorphe sur |—K, K[+ i]|—K’, K’'[. Par construction, il est clair
que

sn(u—iK') = sn(u+iK')

pour tout u € [—K, K]\ {0}. Il s’ensuit que l'on peut prolonger continiiment sn a
([-K,K]+iR)\ {(2k + 1)iK’ : k € Z} en posant
sn(w) = sn(w — 2kiK")

pour tout z € [—K, K|+ i[(2k — 1)K’, (2k + 1) K] et le principe de symétrie de
Schwarz montre que cette extension est holomorphe sur (]— K, K[+iR)\{(2k+1)iK" :
k € Z}. Comme elle est aussi réelle sur K +iR, une nouvelle application du principe
de symétrie montre que sn peut étre étendue contintiment a

([-K,3K] +iR)\ {(2k + 1)iK' + 2K : k € Z,1 € {0,1}}

en posant
sn(w) = sn(2K — w)

pour tout w € ([K,3K] +iR)\ {(2K + (2k + 1)iK' : k € Z} et que cette extension
sera holomorphe sur ([—K,3K] + iR) \ {(2k + 1)iK' + 2K : k € Z,l € {0,1}}.
Comme on aura de plus

sn(3K + iv) = sn(—K + iv)
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pour tout v € R, on peut finalement étendre contintiment sn a

C\{2IK + 2k +1)iK': ke Z,l € Z}
5
en posant
sn(w) = sn(w — 45 K)
pour tout w € [(45 — 1)K, (47 + 3)K] + iR \ S. De plus, vu le principe de symétrie
de Schwarz, cette extension sera holomorphe sur

C\ 8.

Nous sommes donc parvenu & étendre la fonction sn qui était a I'origine définie sur
R en une fonction holomorphe sur C\ S. Par construction, on a méme

sn(w + j4K) = snw

sn(w + k20K') = snw

pour tout w € C\ S et

lim sn(w) = oo
w—>s
weC\S

pour tout s € S. Il s’ensuit que sn est une fonction méromorphe impaire et bi-
périodique sur C dont S est ’ensemble des poles et dont les zéros sont simples et de
la forme

20K + 2kiK'

avec | € Z et k € 7.
Etudions l'ordre du pole iK’. Pour cela, remarquons d’abord que si z > 1/k, on

o [ s
= | NGERIGEER]

1 1
VE-DEe-T) ke
si £ — +o00. On en tire que pour tout € € ]0,1[, IR, > 1/k pour lequel on a

Comme

1—¢ < 1 < 1+e¢
2T @ DR -1) T ke
si £ > R.. 1l s’ensuit que pour tout € € ]0, 1], on a

1-e¢ S/OO d¢ - 1+e¢
KT e (@ -k —1) T k€
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si x > R. et par conséquent que

1
Flz) —iK' ~ —
E(w) =i kx

si x — 4o00. Cette relation montre que

1
sn(w)(w — 1K) — Z
siw — iK' dans iK', K +iK'[ et on en tire que 1K’ est un pole simple de sn de
résidu égal a 1/k.



4 Théoréme de Runge et surjectivité de 'opérateur 9/0z

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a deux problémes assez différents
et pourtant trés étroitement liés.

Le premier d’entre eux consiste a déterminer des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'un compact K de 'ouvert €2 de C soit tel que toute fonction holo-
morphe sur un voisinage de K soit limite uniforme sur K d’une suite de fonctions
holomorphes sur 2.

Quant au second probléme, il consiste & montrer que I’équation de Cauchy-
Riemann non homogene

of oF
% g (resp. Yo G)

posséde toujours une solution f € Co(R2) (resp. F' € Dy (2)') quel que soit g €
Co(9) (resp. G € Do (£2)).

Pour résoudre ces deux problémes, nous allons d’abord déterminer une solution
élémentaire de l'opérateur 0/0z. Celle-ci nous permettra de résoudre I’équation de
Cauchy-Riemann non-homogéne lorsque le second membre est une distribution a
support compact dans 2. Un raisonnement par dualité nous conduira alors au théo-
réme de densité de Runge grace auquel nous pourrons obtenir la surjectivité de 0/0z
dans les deux cas considérés ci-dessus.

4.2 Solution élémentaire usuelle de 'opérateur 0/0z

Proposition 4.2.1. La fonction
1
Z - —
TZ
est localement intégrable sur C et la distribution E qui lui est associée est une

solution élémentaire de 'opérateur 0/0% i.e. on a

OF

5 =%

Démonstration. Par passage en coordonnées polaires, on voit directement que

/ idxdy:/ [/ dﬁ] dr = 27e
D(0,e) |Z| 0 -7

pour tout € > 0. Il s’ensuit aisément que 1/(7z) est localement intégrable sur C.
Soit ¢ € Dw(C) et soit R le rayon d’un disque ouvert de centre 0 contenant le
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support de . En utilisant la forme complexe de la formule de Green-Riemann, on
voit aisément que

2@'/ 0 (—90(@) dxdy:/ —SD(Z) dz—/ #(2) dz
D(0,R)\D 52 z C(0O,R) # C0e)

pour tout € € |0, R[. Comme supp ¢ C D(0, R), il s’ensuit que

1 T A
2/ ¢ dxdy = / o(ce?) db
C\D(0,e) # 0z n

et un passage a la limite pour ¢ — 0" montre que

Oy

9 | 222 -9
/(Cz@ dxdy Tp(0);

d’ou la conclusion. O

Remarque 4.2.2. Le résultat précédent peut aussi étre vu comme une conséquence
de la formule de représentation de Pompeiu (voir Proposition A.2.1).

4.3 Equation 0F/0zZ = G avec G a support compact

Grace a la solution élémentaire étudiée ci-dessus, on obtient directement le ré-
sultat suivant :

Proposition 4.3.1. Pour toute distribution G € D« (C)" dont le support est com-
pact, on a

0 oG
K Ex—.
82( xG) =G =FEx =
Démonstration. Cela résulte directement de ce que
0 oF oG
FErO =GB
puisque 0F/0Z = §y et que dp * G = G. m

Remarque 4.3.2. Il découle de la proposition précédente que pour toute distri-
bution G € D (2)" (resp. toute fonction g € C(R2)) et tout 2y € Q il existe
un voisinage ouvert U de z, et une distribution F' € Do (U)" (resp. une fonction
f € Co(U)) telle que

OF/0z=G  (resp. Of/0z=g )

car G (resp. g) coincide sur un voisinage de zg avec pG (resp. ¢g) si p est une fonction
bien choisie de D (£2). On n’est cependant pas encore assuré que les équations
considérées peuvent étre résolues globalement sur €.
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La distribution F * G considérée dans la proposition précédente n’est pas en
général a support compact. Elle jouit cependant de propriétés remarquables.

Proposition 4.3.3. Soit G € D (C)" une distribution dont le support est inclus
dans un compact K de C et soit G la fonction définie en posant

=)

pour tout z € C\ K. Alors,

(i) La fonction G est holomorphe sur C \ K.

(b) On a
~ 1 1 m
G(z) = 7ZG< €=y (2 — 20)

m=0
pour z voisin de zyp € C\ K.
(c) On a

~ 1 & 1
G() = — 3 Gel¢™ o
m=0

pour z voisin de oo.
(d) La distribution E * G est associée a G sur C \ K.

Démonstration. Soit zg € C\ K et soit € € ]0, d(zo, K)[. Notons 1. une fonction de
Do (C) égale a 1 sur un voisinage de 0 et a support dans D(0, €). Posons

1-¢:(2) siz 0
65(2): Tz

0 siz=0.

Alors e.(z) est de classe Cy sur C et la distribution E. = (1 —.)E est associée a
e.. Comme

supp(£ — E.) = supp(¢.E) C D(0,¢)

il est clair que
supp(E*xG — E.«G) C K. :={z€C:d(z,K) <¢e}.

Il s’ensuit que E * G coincide avec E. x G sur C \ K..
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Par un résultat général de la théorie des distributions, on sait que la distribution
E. x GG est associée a la fonction de classe Cy

2 Gele(z = ()
et que l'on a

o 9 o o1
5ap gza Celee(z = Q) = Ge (@ﬁ(es('z - C)))

pour tout z € C et tous les naturels p, q.
Par construction,

si |z — (| > e. Il s’ensuit que

Gelealz = ) = Gol =) = G

(z=¢)
si z € C\ K.. Vu ce qui précéde, on en tire que F x G est associée & G sur C \ K.

et que
oP 07 ~ or 01 1
o gz 012 = Ge (a—aT [—m = oD

sur cet ouvert. Les points (a), (b) et (d) sont alors clairs.
Posons R = sup{|z| : z € K} et choisissons zy € C tel que |z9| > R. Comme

>
m=0 Zm—H 20— C

0

si |¢| < |zo], il résulte de la théorie des séries de puissances naturelles que la série

f:(

m+1
m=0 ZD

m

converge en fait dans C,(D(0, |z0|)). Comme D(0, |2|) D K, on en tire que

1 = o1
G (zO —c) =2, Gl o

ce qui établit (c). O
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Corollaire 4.3.4. Toute distribution G € D (Q2)" qui vérifie I’équation
96 _
oz

sur §) est associée a une fonction holomorphe sur €).

0

Démonstration. Soit zy € 2 et soit ¢ € Dy () une fonction égale & 1 sur un

voisinage de zy. Alors
@G:E*aw_G):E* 8_ng )
0z 0z

Comme 0p /0% est identiquement nul sur un voisinage de zp, il résulte des points (a)
et (d) de la proposition précédente que la distribution G est associée a une fonction

holomorphe sur un voisinage ouvert de z5. On conclut alors par recollement. n

Corollaire 4.3.5. Toute solution élémentaire de I'opérateur 0/0z sur C est de la
forme
E+H

ot H est la distribution associée a une fonction h holomorphe sur C.

Corollaire 4.3.6. Soit K un compact de C, soit G € D,(C)" une distribution a
support dans K et soit S une partie de C \ K qui rencontre toutes les composantes
connexes bornées de C\ K. Alors, il existe une distribution ' € D (C)" a support

dans K telle que

OF
g—G

si et seulement si
G(R(2)) =0

pour toute fonction rationnelle R a poles dans S.

Démonstration. La condition est clairement nécessaire. Montrons qu’elle est égale-
ment suffisante. Supposons donc que G soit une distribution & support dans K qui
s’annule sur toutes les fractions rationnelles a poles dans .S. Dans ce cas, on bien sir

(=)

pour tout m > 0 et tout z € S et
Ge(¢™) =0

pour tout m > 0. Il s’ensuit que G s'annule identiquement sur un voisinage de
chaque z € S et sur un voisinage de co. Grace au principe d’unicité prolongement
holomorphe, on en tire que G est identiquement nul sur C \ K. Pour conclure, il
suffit alors de prendre F' = FE x G. 0
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4.4 Théoréme d’approximation de Runge

Proposition 4.4.1 (Runge). Soit K un compact de C et soir S une partie de
C\ K qui rencontre toutes les composantes connexes bornées de C\ K. Alors, toute
fonction définie et holomorphe sur un voisinage ouvert de K est limite uniforme sur
K de fonctions rationnelles a poles dans S.

Démonstration. Notons L, I’ensemble des restrictions a K des fonctions rationnelles
a poles dans S et Ly I'ensemble des restrictions a K des fonctions définies et holo-
morphes sur un voisinage ouvert de K. Il est clair que L; et L, sont des sous-espaces
vectoriels complexes de Co(K) et que Ly C Ly. On sait que Cy(K) muni de la norme

i sup|f]
K

est un espace de Banach et tout revient a démontrer que l'on a L, C L; dans

cet espace. Vu le théoréme de Hahn-Banach, ceci aura lieu si et seulement si toute

fonctionnelle linéaire continue sur Cy(K) qui s’annule sur L; s’annule aussi sur L.
Considérons donc un 7 € Cy(K)" qui s’annule sur L; et posons

T(p) =T (px)

pour tout ¢ € Dy (C). Par construction, il est clair que 7" est une distribution
d’ordre 0 sur C dont le support est inclus dans K et que T s’annule sur toutes
les fonctions rationnelles a poles dans S. Vu le Corollaire 4.3.6, il s’ensuit que la
distribution E % T est a support dans K. Soit h une fonction holomorphe sur un
voisinage ouvert (2 de K prolongée par 0 sur C \ Q et soit ¢ une fonction de classe
Cs sur C dont le support est un compact de 2 et qui vaut 1 sur un voisinage de K.
On a alors

T (hix) = T(ph)
I(E«T)

= T(Wl)
= (B+T)(~22n)

et cette derniére expression est nulle puisque les supports de E T et de d¢/0Z sont
disjoints. Cela montre que 7 s’annule sur L, ; d’ou la conclusion. n

Rappelons qu'une partie d’un ouvert 2 de C est relativement compacte dans €2
si et seulement si son adhérence dans €2 (ou dans C) est un compact de €.



4 THEOREME DE RUNGE ET SURJECTIVITE DE L’OPERATEUR 0/0Z 7

Lemme 4.4.2. Soit Q2 un ouvert de C et soit K un compact de €). Alors, les com-
posantes connexes de )\ K qui sont relativement compactes dans §) sont les com-
posantes connexes bornées de C \ K incluses dans €). De plus, si U est une telle
composante, alors U est un compact de ) et UcC K. En particulier, on a

sup | f| < sup|f| < sup|f] < sup|f|
U T 7 K

pour tout f € O(Q).

Démonstration. Soit U une composante connexe de €\ K relativement compacte
dans Q. Alors U est un compact de 2. Comme U est aussi fermé dans Q \ K, on a
U C K. Il Sensuit que U est aussi ouvert et fermé dans C \ K. On en tire que U
est une composante connexe de C\ K et que cette composante est bornée et incluse
dans (2.

Soit maintenant V' une composante connexe bornée de C \ K incluse dans €.
Comme V est ouvert et fermé dans C\ K, il est aussi ouvert et fermé dans Q2 \ K.
On en tire que V est une composante connexe de Q\ K. Comme on a aussi V C K,
il est clair que V est un compact de Q.

Pour conclure, il suffit alors d’utiliser le principe du maximum. ]

Cela étant, on énonce aussi parfois le théoréme de Runge sur la forme suivante :

Proposition 4.4.3 (Runge bis). Soit K un compact d’un ouvert Q de C. Alors,
toute fonction holomorphe sur un voisinage de K est limite uniforme sur K de
fonctions holomorphes sur (2 si et seulement si 2\ K ne posséde aucune composante
connexe relativement compacte dans ().

Démonstration. Supposons d’abord la condition satisfaite. Vu le lemme précédent,
toute composante connexe bornée de C \ K rencontre alors C\ Q. On peut donc
trouver un ensemble S C C \ 2 qui rencontre toutes les composantes connexes
bornées de C \ K. La conclusion résulte alors de la Proposition 4.4.1 puisque les
fonctions rationnelles & poles dans S sont holomorphes sur 2.

Supposons maintenant que toute fonction holomorphe sur un voisinage de K soit
limite uniforme sur K de fonctions holomorphes sur 2. Procédons par 'absurde et
supposons que U soit une composante connexe de '\ K relativement compacte dans

Q). Soit zo € U. La fonction .

zZ— 20

étant holomorphe sur un voisinage de K est limite uniforme sur K d’une suite f,,
de fonctions holomorphes sur €2. Vu le lemme précédent, on a de plus

Sup (2 = 20) fm(2) = 1] < sup |(z = 20) fm(2) — 1.
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On en tire que (2 — 29)fm(2) — 1 sur U; ce qui est impossible car (z — z) fm(2)
s’annule en z = z;. O

Définition 4.4.4. Un compact K de I'ouvert € de C est holomorphiquement convexe

si et seulement si 2\ K ne posséde pas de composante connexe relativement compacte
dans €.

Remarque 4.4.5. Dire qu'un compact K de €2 est holomorphiquement convexe
dans €2 signifie en quelque sorte qu’aucun « trou » de K n’est inclus dans 2. Consi-
dérons par exemple les cas suivant :

Dans le cas (a), Q\ K posséde deux composantes connexes U, V et U est relative-
ment compacte dans ). Le compact K n’est donc pas holomorphiquement convexe
dans Q. Dans le cas (b), 2\ K posséde une seule composante connexe V' et celle-ci
n’est pas relativement compacte dans €2. Le compact K est donc holomorphiquement
convexe dans (2.

Comme pour la convexité usuelle, la convexité holomorphe peut aussi se carac-
tériser par des propriétés de séparation.

Définition 4.4.6. Soit K un compact d'un ouvert 2 de C. On dit qu’une fonction
complexe f définie sur Q sépare le compact K du point z € Q \ K si

sup [f| < |f(2)].
K

Proposition 4.4.7. Un compact K de I'ouvert €} de C est holomorphiquement
convexe si et seulement si tout point de )\ K peut étre séparé de K par une
fonction holomorphe sur €2 ou de maniére équivalente si et seulement si

K =Nreo{z € C:[f(2)| < Slép|f|}‘

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, soit zy € Q\ K. Posons L =
K U{z}. Par construction, il est clair que L est un compact de €2 et que

Q\ L= (2\ K)\ {}.
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Notons U I'ensemble des composantes connexes de 2\ K et Uy celle qui contient z.
On a alors

L=\ {=hu U U

Ueu\{Uo}

Comme Uy \ {20} est connexe, il en résulte que I'ensemble des composantes connexes

de Q\ L est
UN\{Uo}) U{Uo \ {20} }-
Comme K est holomorphiquement convexe dans €2 et comme

—0 —0
Uy \ {Zo} =Up ,

on en tire que L est aussi holomorphiquement convexe dans (2. Soit x la fonction
caractéristique d’un voisinage fermé de z; disjoint de K. Vu la Proposition 4.4.3, il
existe alors f € O(f2) tel que

sup f=xI<1/2  [f(20) — x(20)| < 1/2

et on vérifie aisément qu’'un tel f sépare K de z.
La condition est aussi suffisante. En effet, si elle est satisfaite alors

K =Nrecoiz € C:|f(2)| < sup | f1}-

Supposons que 2\ K posséde une composante connexe U relativement compacte
dans 2. Alors, le Lemme 4.4.2 montre que

sup [ f| < sup |f|
U K

pour tout f € O(Q2). Cela montre que U C K en contradiction avec la définition de
U ; d’ou la conclusion. O

Définition 4.4.8. Soit K un compact de €2. On appelle enveloppe holomorphique-
ment convexe de K dans € 'ensemble

Proposition 4.4.9. Soit K un compact de €). L’enveloppe holomorphiquement
convexe de K dans §2 est le plus petit compact holomorphiquement convexe de (2
contenant K. De plus, si U,. désigne I'ensemble des composantes connexes de Q\ K
qui sont relativement compactes dans §2, on a

K= KU Jvu

UEZ/{I'C
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Démonstration. Il est clair que K2 est un fermé de Q et que
KYcI®=1L

si L est un compact holomorphiquement convexe de {2 contenant K.
Soit V. la composante connexe non bornée de C\ K. Comme tout U € U, est
une composante connexe bornée de C\ K, on voit que

K°=Ku |JU

Ueurc

est inclus dans C \ V,,. Comme
O\ K%

est de plus I'union des composantes connexes non relativement compactes de Q\ K,
on en tire que K est un compact holomorphiquement convexe de €. Il s’ensuit que
K2 C K% et que K9 est un compact de Q. Pour conclure, il suffit donc de montrer
que K@ C K9, Soit U une composante connexe relativement compacte de Q \ K.
On sait alors que

sup [ f| < sup |f|
U K

pour tout f € O(R). Il s’ensuit que U C I?Q; d’ott la conclusion. H

Remarque 4.4.10. Vu ce qui précéde, on peut interpréter K2 comme étant D'en-
semble obtenu en bouchant les « trous » de K inclus dans €.

Corollaire 4.4.11. Si K est un compact de ) alors K9 est inclus dans I’'enveloppe
convexe de K et dans

{z€Q:d(z,C\ Q) >d(K,C\Q)}.
Démonstration. Soit L I’enveloppe convexe de K. On sait que L est compact et que
L= ﬂ{z € C:(a,z) <sup(a,z2)}.
acC K

Comme
|€Ez| _ e?REz _ €<a,z>

pour tout a, z € C, on en tire aussitot que KecC L.
Soit maintenant zy € €2. On a

1

zZ— 20

1
d(K, Z())

sup
zeK
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{ren; }

{z€Q:|z— 2| >d(K, 2)}.
Comme cet ensemble contient K% pour tout zg € C\ 2, on en tire que

et

< sup
zeK

Z — 20 zZ— 20

peut donc s’écrire

d(K®,C\ Q) > d(K,C\ Q)
d’out la conclusion. O
Proposition 4.4.12. Posons
Ky ={z€Q:d(z,C\Q) > 1/m, |2] < m}

pour tout m € Ny. Alors chaque K,, est un compact holomorphiquement convexe
de () et on a

(a) K,, C K3, ,, pour tout m € Ny ;

(b) Q= U, en, Km-

Démonstration. 1l suffit de remarquer que
K,={z€Q: |zl <m}n ﬂ {z€Q:d(z,2) > 1/m}
20€C\Q

et d’utiliser la Proposition 4.4.7 pour voir que chaque K, est holomorphiquement
convexe. [

4.5 Surjectivité de 'opérateur 9/0z dans le cas C,,

Soit 2 un ouvert de C et soit zy € €. Grace a la Remarque 4.3.2, nous savons
déja que si g € Co(£2) alors il existe un voisinage U de 2o dans Q et f € Co(U) tel
que

7Y

Z

sur U. Grace au théoréeme d’approximation de Runge, nous allons voir que I'on peut
faire en sorte que U = 2. En d’autres termes :

Proposition 4.5.1. L’opérateur
0
0z

est surjectif pour tout ouvert €2 de C.

1 Co(2) — Cru ()
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Démonstration. Vu les résultats établis dans la section précédente, il est clair que
I'on peut trouver une suite (K,,),>0 de compacts holomorphiquement convexes de
Q telle que Ky = () et pour laquelle on a

UKn=0 o K,CK,

m>0

pour tout m > 0.
Notons 1, une fonction de D, (€2) égale a 1 au voisinage de K,,,;. Posons
Yo = Yo et Ym = VY — Y1 81 m > 1. Par construction, on a

SUpp @m C Q\ Ky,
pour tout m > 0 et

> om=1
m=0

la série étant en fait localement une somme finie.
Soit m > 0. Vu la Remarque 4.3.2, on sait qu'il existe f,, € Cs () tel que

Ofm _

Comme ¢, est nul sur un voisinage ouvert V,, de K,,, f,, est holomorphe sur V,,.
En utilisant la Proposition 4.4.1, on peut donc trouver h,, € O(Q) tel que

sup | fn — hun| <27 (*)
Km
Par construction, on a
oz "

pour tout m > 0. De plus, la majoration (*) montre que la série

> (fn = hm)

m=0

converge normalement sur tout compact K de ). Notons f sa somme. Comme
fm — ham est holomorphe sur un voisinage de Ky, si m > M, il résulte du théoréme

de Weierstrass que
[o¢]

(fm - hm)

m=M
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est holomorphe sur un voisinage de Kj,;. On en tire que f est de classe Cy, sur un
voisinage de Kj;. Comme M peut étre choisi arbitrairement, on a en fait montré
que f € Cu(2). Un raisonnement du méme type montre aussi que

Z Zwmg—g,

d’ou la conclusion. O

On pourrait obtenir une version distribution du résultat précédent en gardant le
méme schéma de démonstration. Il nous parait cependant plus instructif d’obtenir
cette extension comme corollaire du résultat de Cousin considéré dans la section
suivante.

4.6 Reésolution du probléme de Cousin

Proposition 4.6.1. Soit (Q,)aca un recouvrement ouvert d’un ouvert Q0 de C.
Supposons disposer pour tout «, 3 € A d’une fonction

hag € O(Q2, N §23)

de sorte que
hag + hgy + hyq =0

sur €2, N Q3N Q. Dans ces conditions, il existe des fonctions h, € O(€,) telles que
hop = ho — hg
sur 2, N Qg.

Démonstration. Soit (¢, )m>0 une partition localement finie de 'unité de Q2 par des
fonctions de D4, (€2) subordonnée au recouvrement (£2,)qaca. Pour chaque m > 0
choisissons «,, € A tel que supp p,, C 1,,,. Convenons de prolonger chaque h,s a
Q) par 0 et pour tout v € A, définissons f, sur €2, en posant

= Z mehaam .
m=0

Par construction, il est clair que f, € C(£2,) et que

—fo= Z em(haam = hga,,) = Z Pmhap = hag
m=0 m=0

sur €2, N23. Notons que pour obtenir cette relation on a exploité deux conséquences
aisées de I'hypotheése a savoir :
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(1) hao = 0sur Q4 ;

(11) hﬁa = _haﬁ sur Qa N Q/g.

Comme
Ofs _0fs _ Ohus _,
0z 0z 0z
sur Q, N Qg, il existe une fonction g € Coe () telle que
_ 9fa
9= 0z

sur chaque €,. Vu la proposition 4.5.1, il existe alors f € C () tel que

of _
oz Y
Posons
ha = f a f
sur chaque €2,. Par construction chaque h, est holomorphe sur €2, car sur cet ouvert
Oha _ Ofa _Of _
oz 0z 0z

De plus, comme
ha_hﬂ:fa_fﬁ:haﬁ

sur chaque Q, N g, la famille (hy)aca a les propriétés voulues. ]

4.7 Surjectivité de 'opérateur 0/0z dans le cas distribution

Proposition 4.7.1. L’opérateur

0
— : Do (Q) — D ()
= D) = Do()
est surjectif pour tout ouvert ) de C.

Démonstration. Soit G une distribution sur 2. Vu la Remarque 4.3.2, il existe un
recouvrement (£, )aca de Q et des distributions F, € C(€,) telles que

oF,
0z G

sur 2,. Posons
H.ps=F, — Fj
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sur €, N Q5. Vu le Corollaire 4.3.4, la distribution H,g est associé¢e a une fonction
hap € O(2, N Q). Comme on a alors

hep + By + hae = 0

sur 2, N3N, la Proposition 4.6.1 montre qu’il existe des fonctions h, € O(£2,)
telles que
ho — hg = hag

sur 2, N €g. Sinous notons H, la distribution associée & h,, on en tire que
F,—H,=Fz— Hpg

sur €, N Qg. Il existe donc F' € Dy ()" tel que

F=F,— H,
sur (), pour tout o € A. Comme
oF  OF,
_— = a = G
0z 0z

sur {2, pour tout a € A, on a en fait

oF
EZG

sur €2, d’out la conclusion. O

Remarque 4.7.2. En procédant de maniére similaire, on pourrait également dé-
duire la surjectivité de

9
oz

de la Proposition 4.6.1. Cela montre que la résolubilité du probléme de Cousin est en

1 Coo(2) — Cre ()

fait équivalente a la surjectivité de 'opérateur 0/0z dans le cas C,. Ce phénomeéne
n’est quune conséquence d’un résultat de base de la théorie cohomologique des
faisceaux (théorie qui est indispensable pour une étude approfondie des fonctions
holomorphes de plusieurs variables complexes).



5 Théoréme de Mittag-Leftler et fonctions elliptiques

5.1 Théoréme de Mittag-Lefller

Dans cette section, nous allons étudier un résultat qui peut étre considéré comme
une généralisation de la décomposition en fractions simples des fractions rationnelles
complexes.

Définition 5.1.1. Soit €2 un ouvert de C et soit zy € 2. On sait par le théoréme
de Laurent que toute fonction holomorphe f sur Q\ {z} s’écrit de maniére unique
sous la forme

f(z):h(z)JrH( ! )

Z— 20

avec h € O(2), H € O(C) et H(0) = 0. Nous dirons que

hz) et H (Z E ZO)

sont les parties réguliere et singuliére de f en z.

Remarque 5.1.2. Soit R(z) une fraction rationnelle complexe. Notons by, ..., b,
ses poles et v, . .., 1, leurs ordres. Grace au théoréme de décomposition en fractions
simples, on sait que R(z) s’écrit de maniére unique sous la forme

Il s’ensuit que la partie singuliére de R(z) en b; est

vy

2

k=1
La fonction H(Z) correspondante est donc le polynéme sans terme constant
vj
Z Cij k.
k=1

Proposition 5.1.3 (Mittag-Leffler). Soit 2 un ouvert de C, soit (b,),>o une suite de
points deux a deux distincts de §2 et soit (H,,),>o une suite de fonctions holomorphes
sur C s’annulant en 0. Supposons que S = {b, : n > 0} soit un fermé discret de
Q. Alors il existe une suite (hy,),>o de fonctions holomorphes sur €2 pour laquelle la

série
> 1
Iy H,
[+ (=)

n=
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converge dans O(2\ S) vers une fonction f qui a

1
H
" (z—bn)

pour partie singuliére en b, quelque soit n > 0.

Démonstration. Soit (K,)m>0 une suite de compacts holomorphiquement convexes
de € telle que
Q= Km,  KnCKy,

m>0

pour tout m > 0 et pour laquelle K, = (.
Soit n > 0. Comme b, € K,, si m est suffisamment grand, I’entier

my, =sup{m >0:0b, & K,,}

est bien défini. Par construction, la fonction

1
H,
(z — bn>

est holomorphe sur un voisinage de K, et le théoreme de Runge montre qu’il existe

une fonction h,(z) holomorphe sur 2 telle que

1
H, hn
‘ (z - bn) + hn(2)
sur K, .

Soit maintenant m > 0. Comme S est un fermé discret de €2, il est clair que
S N K, est fini. L’entier

<2

Ny =1+sup{n >0:0, € K,,}

est donc bien défini et on a b, & K,, si n > n,,. Il s’ensuit que m,, > m si n > n,,.
Ainsi

sup
ZeKm

hn(z)—l—Hn( ! )‘ <2

z — b,
pour tout n > n,,. On en tire que la série

“+oo

> |mt)+ 11 (=]

nN=nNm,
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converge normalement sur K,, et que sa somme est holomorphe sur K, . Comme
tout compact K de Q\ S est inclus dans K, pour m suffisamment grand, on en tire

que la série
- 1
Ehn H,

converge normalement sur tout compact de 2\ S vers une fonction f € O(Q2\ S).

Soit ng > 0 et soit m > 0 tel que b, € K,,,. Vu ce qui précede,

o

> [me 4 (2]

n=nm

est holomorphe sur un voisinage de b, ; il en est donc de méme de

h(z) = by (2) + g [hn(z) +H, (z —15,1)} |

n#no

Comme on a par ailleurs

il est clair que

est la partie singuliere de f en b,,,. O

Remarque 5.1.4. (a) Plagons-nous dans les conditions de 1’énoncé précédent et
supposons disposer d'une autre fonction g € O(€2\ 5) ayant

1
H,
(z — bn>

pour partie singuliére en b,, pour tout n > 0. Vu les propriétés de f, la fonction g — f

est holomorphe sur Q \ S et a une partie singuliére nulle en chaque b,,. Il s’ensuit
que g — f admet un prolongement holomorphe h a €2. On a donc

g=rf+h

sur 2.
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(b) La démonstration présentée ci-dessus a l'avantage d’étre constructive. On
peut cependant donner une démonstration moins explicite mais plus simple grace a
la Proposition 4.6.1. Posons

fo(2) = Zp:Hk: (z—lbk)

k=1

et Q, =Q\ {2z : k > p+ 1}. Par construction
fp - fq
se prolonge en une fonction h,, € O(2, N Q,). Comme
hpg + hgr + hpp =0
sur €, N, NQ,, il existe des fonctions h, € O(€,) telles que
hpy = hy — hy

sur ,N€Y,. On en tire que f, —h, = f,— h, sur Q,NQ,. Il existe donc h € O(Q2\ 5)
tel que h = f, — h, sur 2\ S pour tout p. On en tire que h posséde

1
H,
(z — bn>

comme partie singuliére en b,, pour tout n > 0.

Exemple 5.1.5. Cherchons une fonction holomorphe sur C \ Z ayant une partie
singuliere égale a
1
z—n
en chaque n € Z. Vu ce qui précéde, on peut chercher f sous la forme

+0o0

> [hn(z) + - i n}

n=—oo

ol h,, est une fonction holomorphe sur C choisie de maniére a rendre la série conver-
gente dans O(C \ Z). Puisque
1 1 z

ﬁ—i_z—n:n(z—n)

si n # 0, on voit que 'on peut se contenter de prendre hy = 0 et h,, = 1/n si n # 0.
Dans ce cas, on a

—+00
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En utilisant le facteur sommatoire 7 cotg(mz), on voit par ailleurs que

“+o00

c c c
Z R {Res_C <7T cotg(wz)c2 — ZQ) + Res. (7? cotg(7rz)c2 — 22)}

n=—oo

= 7 cotg(mc)

quelque soit ¢ € C\ Z. 11 s’ensuit que

“+oo

> {hn(z) + - i n} = 7 cotg(mz)

n=—oo

sur C \ Z. La fonction 7 cotg(mz) résout donc le probléme que nous nous sommes
posé.

Remarque 5.1.6. Dans 'exemple précédent, il aurait été bien str possible de se
contenter de constater que la fonction 7 cotg(mz) a les singularités isolées et les
parties singuliéres requises. Cela nous aurait cependant masqué le développement en
fractions simples explicite de cette fonction. Notons également que ce développement
peut aussi se réécrire aisément sous la forme trés simple

+oo 1

meotg(mz) = v.p. Z

n=—oo

z—n

5.2 Groupe des périodes d’une fonction holomorphe

Définition 5.2.1. Soit f une fonction définie et holomorphe sur l'ouvert 2 de C.
On dira que w € C est une période de f si

(a) Q+w=20Q;
(b) f(z+w) = f(z) pour tout z € Q.

Si f posséde au moins une période non nulle, on dira que f est périodique.

Proposition 5.2.2. Soit f une fonction définie et holomorphe sur 'ouvert €2 de C.
Supposons que f ne soit pas localement constant dans ). Alors I’ensemble P des
périodes de f est un sous-groupe fermé discret de C.

Démonstration. Vu la définition d’une période, il est clair que P est un sous-groupe
de C. Montrons que P est fermé. Soit w,, une suite de P convergeant vers w € C.
Soit z € Q. Comme

zxwFw, — 2,
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il existe M > 0 tel que z £+ w F w,, € Q pour tout m > M. On en tire que
z+weN+w, =0 et donc que Q + w = Q. En particulier, pour tout z € 2,

2+ w, = 2+w
dans €2 et la continuité de f assure que
[zt wn) = f(z+w).
Comme w,, € P il s’ensuit que
flz+w) = f(2)

et donc que w € P.
Supposons a présent que P n’est pas discret. Il existe alors w € P et une suite
wm € P\ {w} telle que w,, — w. Soit zy € Q. Par construction, il est clair que

f(z0 + wm — w) = f(20),

que zp +wy,, —w € Q\ {20} et que zp + wy,, —w — 2. 1l s’ensuit que f(2) — f(20)
posséde un zéro non isolé en zq et par conséquent que f(z) = f(zo) dans un voisinage
de zp. Comme zy peut étre choisi arbitrairement dans 2, la preuve est compléte. [

Proposition 5.2.3. Soit P un sous-groupe fermé discret de C. Alors P est d’une
des formes suivantes :

(a) P={0};
(b) P = 7w, (w1 < C()),'
(C) P = Zw1 + ZCUQ (u)l c Co,WQ/u)l g R)

Démonstration. Définissons le rang de P comme étant la dimension de I’enveloppe
linéaire réelle de P et traitons séparément les cas de rang 0, 1, 2.

Cas de rang 0. C’est le cas trivial; on a P = {0}.

Cas de rang 1. Comme P est discret, il existe un w; € P\ {0} de module minimum.
Si w est un autre élément de P on a alors

w = Aw
avec A € R. Il est clair que

jw = [Awn| = [(A = [A)wn| < fwn].
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On en tire que w = |\ |w; et comme w est un élément arbitraire de P il s’ensuit que
P = Zw,.

Cas de rang 2. Procédons comme dans le cas de rang 1 et notons w; un élément de
P\ {0} de module minimum. Comme

jw —rwi| = |(w = [r]wr) = (r = [r]wr)
pour tout w € P et tout r € R, il est clair que
d(P \ ]Rwl,]Rwl) = d(P \ Rwl, [0, 1[(,()1).

Puisque G est discret, on peut donc trouver un élément w, € P\ Rw; dont la
distance & Rw; est minimum. Soit w un élément arbitraire de P. Comme w; et wy
sont linéairement indépendants sur R, il existe A1, Ay € R tels que

w = /\1&)1 + )\2&)2.

Alors
w— [ArJwr = [AeJwr = (A1 = [M])wi + (A2 — [A2]) wo

est un élément de G dont la distance & Rw; est inférieure a
(A2 — | A2]) d(w2, Rw;) < d(wa, Rwy).
Il s’ensuit que Ay = [ A2 et que (A; — [A1])w; € P. Comme
[(A1 = [A]) wr] <]
on voit que A\; = |A;]. On a donc
w=|[A1]wi + [A2]w2
d’ou la conclusion. O

Définition 5.2.4. Vu ce qui préceéde, le groupe des périodes d’une fonction ho-
lomorphe non localement constante f sur un ouvert ) de C doit étre d’'un type
considéré dans la proposition précédente. Dans le cas (a), on dira que f est non
périodique ; dans le cas (b), on dira que f est simplement périodique ; dans le cas
(c), on dira que f est doublement périodique.

Remarque 5.2.5. Les éléments w; et wo figurant dans la proposition précédente ne
sont pas uniques. Plus précisément, on vérifie aisément les résultats suivants.
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a) Des complexes wq, w| € Cy sont tels que
1
Zwy = P = Zuw,
si et seulement si w) = fw;.

(b) Des couples de complexes (wy,ws) et (w),wh) avec wy, | € Co; wo/wy, wh/wy &
R sont tels que
Zwi + Zwy = P = Zwy + Zwo

si et seulement s’il existe une matrice entiére de déterminant 41
a b
c d

W = aw; + bws,

telle que

wh = cwy + dws.

Définition 5.2.6. On appelle groupe modulaire le sous-groupe de GL(2,R) formé
par les matrices entiéres de type (2,2) et de déterminant +1. Ce groupe étant consti-
tué des matrices entiéres de type (2,2) possédant une matrice inverse entiére sera

noté GL(2,7Z).
5.3 Fonctions holomorphes simplement périodiques

La structure d’une fonction holomorphe simplement périodique est aisément cla-
rifiée.

Proposition 5.3.1. Soit f une fonction définie et holomorphe sur 'ouvert €2 de C.
Supposons que le groupe des périodes de f soit de la forme

P = Zwl (wl & CQ)

Alors I'image de §) par
2im

Z = e“l

est un ouvert W de Cy et il existe une unique fonction g définie et holomorphe sur
W et telle que

f(z) =g (=)

sur €.
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Démonstration. Comme N
2im

Z e«
n’est constante sur aucune composante connexe de 2, W est un ouvert de Cy. Posons
f (& Ing(w)) sur W\ ]—o0, 0]
f (& Ing(w)) sur W\ [0, +o0].
Cette définition est licite car comme

In, (w) = Ing(w)(mod 27)

on a "
— In,(w) = ﬁ Ing(w)(mod wy)

et les deux valeurs données pour g(w) coincident si w € W \ R. Par construction, ¢
est holomorphe sur W et on a

2im
e = o (cH57)
comme annoncé. L’unicité de g est claire puisque
2im
W={e«1":2¢€Q}.
m

Corollaire 5.3.2. Soit f une fonction définie et holomorphe sur C. Supposons que
le groupe des périodes de f soit de la forme

P = Zw1 (wl € (Co)

Alors il existe une unique famille (a,,)nez de nombres complexes telle que
o0 5
f(z) = Z ape “1
n=—oo

sur C.

5.4 Fonctions holomorphes doublement périodiques

Le cas des fonctions holomorphes doublement périodiques est beaucoup plus
intéressant car son étude est trés liée a celle des intégrales elliptiques. Dans ce qui
suit, nous allons fixer un couple de périodes (wy,ws) avec w; € Cy et wy/wy ¢ R
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et établir quelques propriétés élémentaires des fonctions définies et holomorphes sur
un ouvert €2 de C qui ont
P = Zu}l + ZUJQ

pour groupe des périodes.
Le premier résultat montre que le cas ) = C est inintéressant.

Proposition 5.4.1. Les seules fonctions définies et holomorphes sur C qui ont P
pour groupe des périodes sont les fonctions constantes.

Démonstration. Soit f une fonction définie et holomorphe sur C qui ont P pour
groupe des périodes. Le parallélogramme

K =1[0,1]w; + [0, 1] w

étant compact et tout élément de C étant congru a un élément de K modulo P, il
est clair que f est bornée sur C. Grace au théoréme de Liouville, il en résulte que f
est constant sur C. O

Pour obtenir des exemples intéressants, nous devons supposer que C \ € contient
au moins un point zy. Dans ce cas C \ 2 contient aussi

Zo+P.

Le plus grand Q ayant cette propriété est bien str Q = C\ (zo + P). Comme une
translation rameéne aisément I'étude du cas Q@ = C\ (29+ P) a celle du cas @ = C\ P,
c’est ce dernier cas que nous allons considérer.

Proposition 5.4.2. Soit f une fonction définie et holomorphe sur C \ P qui a P
pour groupe des périodes. Alors il existe une unique suite complexe (a,),>2 telle
que la partie singuliére de f en chaque w € P soit

(z —w)

WE

Il
v

n

Démonstration. Vu la périodicité de f, il est clair qu’il existe une suite (v, ),>1 telle
que la partie singuliére de f en chaque w € P soit

(z —w)

NE

Il
—

n

Considérons le parallélogramme

K=[-¢1—¢|w +[-&,1—¢]ws.



5 THEOREME DE MITTAG-LEFFLER ET FONCTIONS ELLIPTIQUES 11

Par construction K N P = {0} et le théoréme des résidus montre que
f(2) dz = 2iw Resy f = 2imay.
oK
Or, par périodicité, il est clair que

f(z)dz=0.

0K

Il s’ensuit que a; = 0 d’ou1 la conclusion. O

Vu le résultat précédent, il est naturel d’essayer de reconstruire la fonction f de
I’énoncé a partir de ses parties singuliéres aux points de P grace au théoréeme de
Mittag-Leffler. Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.4.3. Pour tout [ > 0, posons
[l = {(kl,kz) c Z2 . sup(|k1|, ’kgl) = l}

Alors il existe des constantes dy, dy > 0 telles que

8 < Z 1 < 8
dgllnfl I |k1w1 + k’gwg‘n d?lnfl

(k1,k2)€]
pour tout [ > 1 et tout n > 1.

Démonstration. 1l est clair que le parallélogramme
Ql = [—l, l] w1 —+ [—l, l] wWa

est 'image par I’homothétie
z2lz

du parallélogramme
Q = [—17 1] w1 + [—1, 1] Wa.

Comme 0 € Q°, les constantes
dy = inf{|z| : z € Q}, dy = sup{|z| : z € Q}
sont strictement positives. Il s’ensuit que

dil < |Mwy + Aows| < dol
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si sup(|A1], [A2]) = . On en tire que

2 (kl,kg)ell| w1 + 2W2| 1

La conclusion résulte de ce que

41 =221+ 1) +2(2(1 — 1)+ 1) = 8L.

Corollaire 5.4.4. La famille

(o).

est sommable dans O(C \ P) si n > 3 et sa somme est une fonction définie et
holomorphe sur C\ P dont P est le groupe des périodes.

Démonstration. Soit K un compact de C\ P. Posons
R =sup{|z| : z € K}

et choisissons L suffisamment grand pour que D(0,2R) soit inclus dans le parallélo-
gramme

Ql = [—l,l] w1 + [—l, l] (03))
sil>L.Pour z € K et w e Q, on a alors

1
< Z
wl ™ 2

z

et par conséquent
1 A

< :
[z = w7 ol

Il s’ensuit que

sup RS2 8 et 2 g
1=0 (ky ko)l “€K |2 = kir — kows| 1=0 d(K, P) I=L+1 dil
_ALE+) on+3

SAR Py T @ =2

Il s’ensuit que la famille
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est sommable dans O(C \ P). Comme

D i D e

A

siwgy € P, il est clair que la somme de la famille considérée est périodique de période
wp pour tout wyg € P. Réciproquement, si wy est une période de la somme considérée,
on tire de la relation

(C\P)+wy=C\P

que wy € P. ]

est sommable dans O(C \ Fy). De plus, la fonction

wePy

Corollaire 5.4.5. La famille

est définie et holomorphe sur C\ P et a P pour groupe des périodes.

Démonstration. Comme
1 1_w2—22+22w—w2_ 2—5 z

(z—w? w?  (z-w)w? (122w

une légere modification de la preuve du corollaire précédent montre que la famille

est sommable dans O(C \ F,). Il s’ensuit que p(z) est holomorphe sur C\ P et que

—2 —2 1
/
- = Tt 9N
0'(2) S T z—w) Z(z—w)?’
wePy weP

sur C\ P. Vu le corollaire précédent, ¢'(z) a donc P pour groupe des périodes. Il
s’ensuit que
¢'(z+wo) = ¢(2)
pour tout z € C\ P et tout wy € P. Comme C\ P est connexe, on en tire que
o(z4+wy) =p(z)+C
avec C' € C. En prenant z = —wy/2, on voit que
p(wo/2) = p(—wo/2) +C

et la parité de p(z) entraine que C' = 0. La conclusion en résulte. O
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Définition 5.4.6. La fonction @ dont il est question dans le corollaire précédent est
appelée fonction @ de Weierstrass.

Remarque 5.4.7. Il résulte de ce qui précede que

> E gy

pour tout n > 3.
Proposition 5.4.8. Soit

o0
g AL
n=2

une série entiére non nulle de rayon de convergence co. Alors la série

o)

o)

converge normalement sur tout compact de C\ P et sa somme est une fonction

n

holomorphe sur C \ P dont P est le groupe des périodes et qui a

2 G-y

n=2

pour partie singuliére en chaque w € P.

Démonstration. Cela résulte directement de ce qui précéde compte tenu des inéga-
lités de Cauchy. O]

Corollaire 5.4.9 (Hermite). Les fonctions f définies et holomorphes sur C\ P ayant
P pour groupe des périodes sont les fonctions de la forme

(o] &n
fz)=ao+) P (2)
—1(n — 1)!
= (=)r(n—1)
avec ag € C et
o0 o,
n=2 2"
égal a la partie singuliére de f en 0.
Démonstration. Cela résulte de ce que
- «
_ T (=2

n=2

est holomorphe sur C et P périodique. O]



6 Théoréme de Weierstrass et idéaux principaux de O(Q2)

6.1 Produits infinis de nombres complexes
Soit (zy,)men une suite de nombres complexes non nuls.
Définition 6.1.1. On dit que le produit infini

—+00

e

m=0
converge si la suite des produits partiels

M

11 #n
m=0

posséde une limite non nulle P € C lorsque M — +o00. Dans ce cas, on pose

converge vers un logarithme complexe S de P.

Démonstration. La condition est clairement suffisante, montrons qu’elle est aussi
nécessaire. Supposons donc que

+oo
H zm = P e Cy
m=0
Comme
q q p—1
- (1) (i)
m=p m=0 m=0
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si g > p > 0, il est clair que pour tout € > 0 il existe M. > 0 tel que

q
m=p
sig > p> M.. On en tire que

arg <H Zm> €|-m/2,7/2

m=p

<e€

si ¢ > p > M. Il s’ensuit que

P

zm> = i arg zZm,

m=p

et par conséquent que
q q
In (H zm> = Zlnzm
m=p m=p

si ¢ > p > M;. Vu ce qui précéde, cela montre que la série

est de Cauchy. La conclusion résulte alors de ce que

M M
exp <Z In zm> = H Zm
m=0 m=0
pour tout M > 0. 0

Définition 6.1.3. Vu le résultat précédent, il est naturel de dire que le produit

+o00
11 #n
m=0

infini

converge absolument si la série
“+oo
E | In 2,
m=0

est convergente.
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Proposition 6.1.4. Le produit infini

+o0

1=

m=0

est absolument convergent si et seulement si la série

+o0
>l =1l
m=0

est convergente.

Démonstration. Cela résulte directement de la proposition précédente compte tenu
du fait que
Inz~(z—1)

siz — 1. O

Soit maintenant (z,,)men une suite de nombres complexes arbitraires.

Définition 6.1.5. On dit que le produit infini
+00
11 =
m=0
converge 8’il existe un mgy > 0 tel que z,, # 0 si m > mg et pour lequel le produit

—+00
11 =

m=mgo

infini

converge au sens considéré plus haut.
Vu ce qui précede, il est alors clair que :

Proposition 6.1.6. Le produit infini
+oo
11 =
m=0

converge si et seulement si la série

converge pour my € N suffisamment grand et que dans ce cas on a

- - (”ﬁl m) e ( S Zm) |

m=0 m=0 m=mg
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Proposition 6.1.7. Le produit infini
+oo
11 =
m=0
est absolument convergent si et seulement si la série

+oo

Z|Zm_1|

m=0

est convergente.

6.2 Produits infinis de fonctions holomorphes

Soit © un ouvert de C et soit (fy,)men une suite de fonctions holomorphes sur
Q). Vu les résultats obtenus dans la section précédente, il est naturel de poser la
définition suivante :

Définition 6.2.1. Soit K un compact K de 2. Le produit infini
+00
I 7
m=0

sera dit normalement convergent sur K si la série numérique

+o0
Zsup | fn — 1]
m=0 K

est convergente.
On a alors aisément le résultat suivant :

Proposition 6.2.2. Supposons que le produit infini
1T 7
m=0

converge normalement sur tout les compacts de §) vers une fonction f. Alors, f est
holomorphe sur €) et a € () est un zéro de f si et seulement si a est un zéro d’un
des facteurs f,,. De plus, dans ce cas, la multiplicité de a comme zéro de f est la
somme des multiplicités de a comme zéro des facteurs f,, qui s’annulent en a.
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6.3 Théoréme de Weierstrass

Etablissons a présent un résultat que 'on peut voir comme une généralisation
aux fonctions holomorphes de la formule de reconstruction d’un polynéme complexe
a une indéterminée a partir de ses zéros et de leurs multiplicités.

Théoréme 6.3.1. Soit 2 un ouvert de C, soit (a,)nen une suite de points deux a
deux distincts de §2 et soit (u,)n>o une suite d’entiers strictement positifs. Supposons
que Z = {a, : n > 0} soit un fermé discret de Q. Alors il existe une suite (hy)n>0
de fonctions de holomorphes sans zéro sur §2 pour laquelle le produit infini

+o0

H (2 — an)!"hn(z)

m=0
converge normalement sur tout compact de Q vers une fonction f € O(2) dont les
zéros sont les éléments de Z, la multiplicité de a,, en tant que zéro de [ étant égale
a W, pour toutn > 0.

Démonstration. Soit (K,,)m>o une suite de compacts holomorphiquement convexes
de 2 telle que
Ko=0, K,CK,, |JK.=2
m>0

Pour tout n > 0, posons
my, =sup{m >0:n ¢ K,,}

et notons U, (resp. V,,) la composante connexe de Q\ K,,, (resp. C\ K,,,) contenant
Q-
Si V,, est non bornée, le Lemme 6.3.2 ci-dessous montre que la fonction

n(2) = (2 — an)™

posséde un logarithme holomorphe sur un voisinage de K,,, .
Si V,, est bornée, le fait que K, soit absolument convexe dans {2 montre que
'on peut trouver b, € V,, \ Q. Le méme lemme montre alors que la fonction

we= (5)

possede un logarithme holomorphe sur un voisinage de K, .
Grace au théoréme de Runge, on peut donc trouver dans chacun des cas une
fonction g, holomorphe sur €2 telle que

a(2)e ) 1 < 27
¥



6 THEOREME DE WEIERSTRASS ET IDEAUX PRINCIPAUX DE O(Q)) 6

si z € K,,,,. Posons
ha(2) = e

si V,, est non borné et
ha(2) = (2 — by) Hme9n()

si Vi, est borné. Pour tout n > 0, on a alors
(2 = an)"hy(z) — 1] <277

siz€ Ky,
Soit maintenant m > 0. Comme Z est un fermé discret de €2, il est clair que
Z N K, est fini. L’entier

Ny =1+sup{n >0:a, € K,,}

est donc bien défini et on a a,, € K,, si n > n,,. Il s’ensuit que m,, > m si n > n,,.
Ainsi

sup [(z — ap)'"hy(z) — 1] < 27"
ZGKm

pour tout n > n,,. On en tire que le produit infini

+o00o
H (2 — an)""hy(2)
n=nm
converge normalement sur K, vers une fonction qui est holomorphe sur K;,. Comme
tout compact K de € est inclus dans K,, pour m suffisamment grand, on en tire

que le produit infini
o0

H(Z — an)""hn(2)

n=0
converge normalement sur tout compact de €2 vers une fonction f € O(Q2). Comme
la fonction h,, ne s’annule pas sur €2, la conclusion résulte de la Proposition 6.2.2. [

Lemme 6.3.2. Soit 2 un ouvert de C.

(a) Supposons que a appartienne a une composante connexe non bornée de C\ (2.
Alors il existe f € O(Q) tel que

e/® =2 —a.

(b) Supposons que a, b appartiennent a la méme composante connexe de C \ €.
Alors il existe f € O(Q) tel que




6 THEOREME DE WEIERSTRASS ET IDEAUX PRINCIPAUX DE O(Q)) 7

Démonstration. Soit v un chemin fermé de 2. Comme la fonction
z + Ind(7, 2)
est localement constante sur C \ €2, on a
Ind(y, a) = Ind(vy, b)

quelque soit b dans la composante connexe de C \ € contenant a.
Dans le cas (a), comme cette composante connexe est non bornée, il existe une
suite b, — oo dans C \ 2 telle que

Ind(y,a) = Ind(v, b,).

Tenant compte de la formule

1 dz
Ind(7, bn) = %/Z_b
’y n

on en tire que Ind(y,a) = 0. Il existe donc g € O(Q) tel que
1
g'(z) =

z—a
Un calcul direct montre alors que la fonction

e 93 (2 — a)
a une dérivée logarithmique nulle sur €. Il s’ensuit que
z—a=CeI?

pour une fonction localement constante C' bien choisie. Il suffit donc d’ajouter In C'
a g pour obtenir une fonction f vérifiant la condition de I’énoncé.
Dans le cas (b), on sait que

(e )
S \Z—a z—0b

pour tout chemin fermé de Q. En procédant comme dans le cas (a), on en tire qu’il
existe g € O(Q) tel que

1 1

/ — _
g(z)_z—a z2—b

Un calcul direct montre alors que la fonction
(nZ—a
z—b

a une dérivée logarithmique nulle sur et on conclut comme dans le cas (a). O

e*g
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Exemple 6.3.3. On a
. H (1 Z) Z/’n ﬁ (1 22 )
sinmz =7z —— )M =nz - —
n n?
n#£0 n=1
sur C. En effet, pour tout compact K de C, on a
z z 1
sup [— + In (1 — —)‘ =0(=)
2€K 1T n n

pour n — oo. Cela montre que le produit infini
z
Tz 1-— —) e/
(-

converge normalement sur tout compact de C vers une fonction f qui est holomorphe
sur C, qui ne s’annule que sur Z et dont chaque entier est un zéro simple. Cela étant,
il est clair que

fe) 1,5 L1

f(z) =z rmnoon
sur C\ Z. Vu la Remarque 5.1.6 et 'exemple qui la précéde, on a donc
f'(2)
= 7 cotg(mz
7o) )

sur C\ Z. Comme 7 cotg(mz) est la dérivée logarithmique de sin(rz) sur C\ Z, on
en tire qu’il existe C' € C tel que

f(z) = Csin(nz)
sur C. Comme on a de plus

lim /(z)

z—0 Z

Y
on voit que C' = 1; d’ou la conclusion.

Corollaire 6.3.4. Soit ) un ouvert connexe de C et soit A un ensemble non-vide.
Alors toute famille (fo)aca de fonctions holomorphes non identiquement nulles sur
Q) posséde un pged.

Démonstration. Soit Z ’ensemble des zéros communs aux différents f,. Par cons-
truction, Z est un fermé discret de 2. Pour chaque a € Z notons (i, o la multiplicité
de a comme zéro de f, et posons

fo = 1nf f144.
aEA



6 THEOREME DE WEIERSTRASS ET IDEAUX PRINCIPAUX DE O(Q)) 9

Par construction, p, € Ny. Grace au Théoréme 6.3.1, on sait qu’il existe une fonction
f holomorphe sur €2 dont les points de Z sont les seuls zéros, les multiplicités de ces
zéros étant données par les p,. Comme on sait par ailleurs que g; divise g dans O(€2)
si et seulement si tout zéro de g; de multiplicité vy est un zéro de g de multiplicité
Ve > 1y, il est clair que la fonction f est un pged de la famille (fq)aca- O

6.4 Idéaux principaux de O((Q?)

Soit 2 un ouvert connexe de C. On sait que anneau O(f2) est intégre et les
résultats des sections précédentes montrent qu’il présente une certaine ressemblance
avec 'anneau C[z] des polynémes complexes a une indéterminée. Il est donc assez
naturel de se demander si O(£2) n’est pas aussi principal. La réponse a cette question
est négative. En effet, soit Z = {a,, : n > 0} un fermé discret infini de 2 et soit

I= U{f € 0(Q) : f(am) = 0 pour tout m > n}.
n>0

Alors [ est clairement un idéal propre de O(f2). Supposons que [ = (f) avec f €
O(£2). 11 existe alors n > 0 tel que f(a,) = 0. Vu le Théoréme 6.3.1, il existe aussi
g € O(Q) tel que g(a,) =1, g(a,,) = 0 pour tout m > n. Pour un tel gon a g € I
et g & (f) d’ot une contradiction.

Bien que 'anneau O(f2) ne soit pas principal, on peut cependant caractériser
assez facilement ses idéaux principaux.

Théoréme 6.4.1. Soit §2 un ouvert connexe de C et soit I un idéal de O(S2). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) I est principal ;
(b) I est de type fini;
(c) I est fermé.

Ce résultat est une conséquence des lemmes ci-dessous.

Lemme 6.4.2. Soient fi, fs des fonctions holomorphes sur ) sans zéro commun.
Alors il existe Fy, F, € O(Q) tels que

Fifi+ Fofs = 1.

Démonstration. Soient

O ={z€Q: fi(z) # 0}
et

Qo ={z€Q: fa(z) #0}.
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Comme la fonction .

fif
est holomorphe sur €1 N €2y, la Proposition 4.6.1 montre qu’il existe h; € O(€)) et
hy € O(€2s) tels que

1
—— =My +h
fifs T

sur €2; N €)y. On en tire que

%—m&=m&

sur €21 N €. Comme le premier membre de cette égalité est holomorphe sur €2 et
le second sur €2y, il existe F; € O(Q) tel que

1
Fy = E—fhfz

sur ) et

Fy = hyfs
sur 2. En échangeant les roles de f; et fy, on trouve Fy € O(€);) tel que

1
F2=£—h2f1

sur {1, et
Fy=hifi

sur €2;. Il s’ensuit que
Fifi+Ff=1

sur 2; et sur )y, d’ou la conclusion. O

Lemme 6.4.3. Soient fi, ..., f, des fonctions holomorphes non nulles sur €2 et soit
f un pged de fi, ..., f, dans O(Q2). Alors il existe Fi, ..., F, € O(Q) tels que

f:F1f1+"'+prp'

En particulier,

(f1,- o fp) = ().

Démonstration. Procédons par récurrence sur p.
Cas p = 2. Par hypothése, il existe hy, hy € O(2) sans zéro commun tels que

flzhlfv f2:h2f
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et le résultat est donc une conséquence directe du lemme précédent.
Cas p > 2. Soit g un pged de fi,..., f,—1. Vu I'hypothése de récurrence, il existe
Gi,...,Gpo1 € O(Q) tels que

Gifit - +Gpifp1=9.

Comme f est un pged de g et de f,, ce qui précéde montre qu'il existe G et F,, € O(£2)
avec

Gg + prp =f
Pour conclure, il suffit donc de poser F} = GG, ..., F,_1 = GGp_;. O

Lemme 6.4.4. Tout idéal fermé de O(f2) est principal.

Démonstration. Soit I un idéal fermé de O(2). Si I = {0} , le résultat est trivial.
Supposons donc que I # {0} et notons f un pged de la famille des éléments non

nuls de 7. Posons
J={heOQ):hfel}.

Par construction, J est un idéal fermé de O(2) et on a
I=Jf.

De plus, comme f est un pged de la famille des éléments non nuls de I, les éléments
de J sont sans zéro commun. Soit hy € J et soit Z; 'ensemble des zéros de h; dans
Q). Pour tout a € Z;, posons

Jo={h € J:h(a) =0}

Il est clair que J, est un idéal fermé de O(R2). De plus, J \ J, est dense dans J. En
effet, si g1 € J,, on a gi(a) = 0 et comme les éléments de J sont sans zéro commun,
il existe g, € J avec ga(a) # 0. Cela étant, la fonction g1 + %92 € J\ J, pour tout
n>1et

) 1
nh_{noo g1+ L9 =0
dans O(Q). Puisque J \ J, est un ouvert dense de I’espace de Fréchet J pour tout
a € Z et que Z est dénombrable, le théoréeme de Baire montre que

N7\ .
acZ
est aussi un ouvert dense de J. En particulier il existe

ha € () I\ Ja-

a€”Z
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Par construction un tel hy n’a pas de zéro commun avec hy et le lemme 6.4.2 montre
qu’il existe Hy, Hy € O(Q) tels que

Hihy 4+ Hyho = 1.
On en tire que 1 € J. Cela entraine que J = O() et que

I=(f),

d’ott la conclusion. O
Lemme 6.4.5. Tout idéal principal de O(f2) est fermé.

Démonstration. Soit f € O(2) et soit

I'=(f)=A{hf:heOQ)}.

Notons Z l’ensemble des zéros de f et pour tout a € Z notons pu, la multiplicité de
a comme zéro de f. On sait que f divise g dans O(£2) si et seulement si tout a € Z
est un zéro de g de multiplicité v > p,. Il s’ensuit que

I=() () {g€0®):g*(a) =0}

ac”Z nggua

La conclusion en résulte aisément. O



A Appendice

A.1 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Définition A.1.1. Soit A une partie de R™ et soit F une famille de fonctions définies
sur A. Nous dirons que F est

(a) ponctuellement bornée sur A si et seulement si

sup | f(z)| < +o0
feF

pour tout x € A;

(b) équicontinue sur A si pour tout z € A et tout € > 0, il existe > 0 tel que

sup | f(z) = f(y) < e

feF
pour tout y € A tel que |z —y| < n;

(c) uniformément équicontinue sur A si pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que

sup | f(z) — f(y)| < ¢

feF
pour tous z, y € A tels que |z —y| <.

Lemme A.1.2. Soit K un compact de R" et soit F une famille équicontinue sur
K. Alors F est uniformément équicontinue sur K.

Démonstration. Supposons que F ne soit pas uniformément équicontinue sur K.
Alors il existe € > 0 tel que pour tout n > 0 il existe z, y € K avec

lz—yl<n et sup|f(z)— f(y)]>e
feF
On peut donc trouver deux suites (Zm)m>0, (Ym)m>0 de K telles que

1
[T = ym| < — et sup|f(zm) = flym)] > e
m feFr
Quitte & remplacer ces suites par des sous-suites convergentes on peut supposer
que ©,, — x € K et que ¥, — y € K. En passant a la limite dans l'inégalité
|Zm — ym| < 1/m on voit que z = y. Comme F est équicontinue, il existe M > 0 tel

que

sup |£(w) = fen)| S 5 et sup|f(x) = Flym)| <
ferF ferF

DO | ™
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si m > M. Il s’ensuit que

sup [ f(#m) = f(Ym)| < sup[f(zm) = f(x)] +sup [f(z) = flym)| <€
feF fer feF

sim > M, ce qui conduit & une contradiction. O

Lemme A.1.3. Soit A une partie dénombrable de R™ et soit F une famille ponc-
tuellement bornée sur A. Alors, de toute suite de F on peut extraire une sous-suite
qui converge ponctuellement sur A.

Démonstration. Soit (a,),>o une énumération de A et soit (fi,)m>o une suite de F.
Comme les suites (fy,(an))m>o0 sont bornées dans C, on peut construire par récur-
rence sur n > 0 des suites strictement croissantes

k()
telles que /ﬁ(ff ) > k‘?(ﬁ - > m et pour lesquelles les suites

<f’f5r7) (an)> m=>0

sont convergentes. Comme

m m m—1
sim > 1, on voit que
( kﬁnm)>m_
est une sous-suite de la suite
(fm)m>0

De plus, pour chaque n > 0,

(g (@)

m>n
est une sous-suite de

(fk%l) (an))mZn-

Il s’ensuit que la suite ( fk(m))mzo converge ponctuellement sur A. O

Théoréme A.1.4 (Arzela-Ascoli). Soit Q un ouvert de R" et soit F une famille de
fonctions continues sur ). Supposons que F soit ponctuellement bornée et équicon-

tinue sur §2. Alors de toute suite de F on peut extraire une sous-suite qui converge
dans Cp(f2).
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Démonstration. Soit (f,)m>o une suite de F. Soit (K,,),>¢ une suite fondamentale
de compacts de §2. Pour chaque m > 0, soit A,, une partie dénombrable de K, telle
que A, O K,,. Posons

A=A,

n>0

Vu le Lemme A.1.3 on peut extraire de f,,, une sous-suite ( fx,, )m>0 qui converge ponc-
tuellement sur A. Montrons que (fx,,)m>0 converge uniformément sur K. Fixons
e > 0. Vu le Lemme A.1.2 il existe n > 0 tel que

SUp | fr,, () = fr, (¥)| <

m>0

Wl M

si x, y € K, sont tels que |z — y| < n. Comme K, est compact et que A, est dense
dans K, il existe des points zy,...,z; € A, tels que

J
K, C U B(xj,m).
j=1

Six € K, il existe donc j € {1,...,J} tel que |z — z;| <n. On a donc

| fry () = g (0)] < [ Sy (2) = S (@)| + [ (25) = frg ()] + | fr, (25) = fr, ()]

Ainsi

up 1fey (1)~ fi ()] < 5 4 supfiy () = i o)
zeK, 7=1,...,J

Comme fy, (z;) converge pour tout j € {1,...,J}, il existe M > 0 tel que

~sup | fr, (25) = fr, (25)] <
J=1,ed

Wl ™

si p, ¢ > M. On en tire que la suite fi, () est uniformément de Cauchy sur K.
Comme n est arbitraire la conclusion en résulte. O

A.2 Formule de représentation de Pompeiu

Proposition A.2.1. Soit ) un ouvert de C et soit K un compact de ) bordé par la
courbe orientée C'. Supposons que f soit de classe C sur un voisinage de K. Alors

f(z0) = = /() dz — l/ 0f/0z dxdy

2w Jo 2z — 2o s zZ— 2

pour tout zy € K°.
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Démonstration. Soit zy € K° et soit € > 0 tel que D(zp,e) C K°. Le compact
K\ D(zp,¢) est alors bordé par C'UC/(zg,€)~ et la forme complexe de la formule de
Green-Riemann montre que

0
22'/ —_( /(z) )dxdy :/ /() dz.
K\D(z0,¢) 0z \ z — 20 CUC(20,6)~ % — %0
Il s’ensuit que

: 0f/0z f(z) f(z)
——drdy = | ——— dz — dz.
. /K\D(zo,s) o : /c( :

zZ— 2 c?— 2 20.6) £ — 20

La fonction z — 1/(z—zp) étant clairement localement intégrable sur C, la continuité
de 0f/0z sur K entraine que

/ of/0% drdy = lim of/9% dz.
K

Z— Zo e0% JK\D(20,6) ¥ ~ %0

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que la continuité de f en z; entraine que

lim /(z) dz = lim ’L'/Tr f(zo + ey do = 2im ().

e—0t Cl(z0,6) # — %0 e—0t
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